» 


■ 


m 


.  ^t>*Çv      y   4.:    ■ 


x- 


b 

> 

"-■A.  p-* 

> 7  v 

,   Y.' 

^fcSqç 

~>^' 

7^> 


1i 


♦.^V 


^%3C%J1 


Nf  ?o 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/s3journaldemathm04pari 


JOURNAL 


DE 


MATHÉMATIQUES 

ÉLÉMENTAIRES 

A    L'USAGE 

DE  TOUS  LES  CANDIDATS  AUX  ÉCOLES  DU  GOUVERNEMENT 
ET  DES  ASPIRANTS  AU  BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 

PUBLIÉ  SOUS  LA  DIRECTION 
DE   MM. 

DE  LONGGHAMPS 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Charlemagne. 

Lucien  LÉVY 

Agrège  des  sciences  mathématiques,  Directeur  des  études  à  l'École  préparatoire  de  Sainle-Barbo. 

3*    SÉRIE 

TOME  QUATRIÈME 
Année*  1890. 


PARIS 

LIBRAIRIE   CH.  DELAGRAVE 

15,   RUE   SOUFFLOT,   15 
1890 


2uû 


tf-O* 


JOURNAL 


DE 


MATHÉMATIQUES 


ELEMENTAIRES 


LE  THEOREME  DE  FEUERHACH 


1.  Lemme.  —  Soit  AB  une  tangente  /ire  à  un  cercle  donné  F. 
Par  un  point  extérieur  D,  on  mène  une  tangente  qui  rencontre  AB 
en  E. 

Ayant  pris,  sur  nette 
droite,  un  point  M,  tel 
que 

DZ  X  DM  =  K2 
(Ks  étant  la  puissance 
du  point  D  par  rapport 
au  cercle  r  )  le  Heu  du 
point  M  est  une  circonfé- 
rence, passant  en  D,  et 
tangente  à  F. 

Soit  P  le  point  de  con- 
tact de  la  tangente  AB, 
la  droite  DP  rencontre  V  en  un  second  point  Q;  et  l'on  a 
DE  x  DM  =  DP  x  DQ. 
Aiusi,  le  quadrilatère  EPQM  est  inscriptib'e;  par  suite: 

DMQ= APQ  =  PQA. 
On  conclut  de  là  que  le  peint  M  est  sur  une  circonférence 
passant  par  les  points  fixes  D.  Q  et  touchant,  eu  Q,  la  circon- 
férence donnée  T. 


(*)  Celte  démonstration,  très  élégante,  est  due  à  M.  Milne;  elle  nous  a 
été  communiquée  par  M.  Lalbalétrier. 
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2.  Soit,  dans  le  triangle  ABC,  A  le  cercle  inscrit.  Soit  Sa  le 
cercle  ex-inscrit  qui  touche  le  coté  BC  et  les  prolongements  des 
côtés  AB,  AC.  On  sait  que  les  points  de  contact  de  ces  deux 
cercles  avec  le  côté  BC  sont  deux  points  isotomiqucs  at  et  a'. 


Les  côtés  du  triangle  sont  des  tangentes  communes  aux 
cercles  A,  A(l.  La  quatrième  tangente  est  une  certaine  droite 
GH,  obtenue  en  prenant 

AG  =  AC,  AH  =  AB. 

Ainsi,  la  bissectrice  Al  de  l'aogle  A  est  perpendiculaire  au 
milieu  K  de  CG. 

Soient  D,  E,  F  les  milieux  «.les  côtés  du  triangle  ABC.  La 
droite  DE  passe  en  K.  Ainsi  : 


Da 


1): 


(BA  -  AC)  =  -BG  =DK- 


Mais  DE  est  parallèle  à  AB;  donc: 
PL       BG       DK 
ÏÏK       BÂ  "''  DE' 
d'oii  DL  X  DE       DK2       Û7       K     . 

De  même,     DM       DF       DK2       D? 
En  appliquant  le  leininc  précédent,  on  voit  que  les  pointe 
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E  et  F  so  it  situés  sur  uuc  circonférence  passant  en  D  et  tan- 
gente aux  cercles  A,  Au. 

De  là  résulte  le  théorème  de  Feuerbach  :  le  cercle  inscrit  et 
les  cercles  cx-inscrits  sont  tangents  au  cercle  des  neuf  points  (*). 


SUR  LA  FORMULE  DE  WARING 

(ÉQUATIONS   DU   SECOND   DEGRÉ) 
Par  M.   Lalbalétrier. 


1.  Préliminaires.  —  On  sait  qu'une  fonction  symétrique 
de  plusieurs  lettres,  est  une  expression  qui  ne  change  pas 
lorsqu'on  permute  ces  lettres  deux  à  deux,  de  toutes  les 
manières  possibles. 

Soit  x2  —  px  h-  q  =  o, 

une  équation  du  second  degré,  dont  les  racines  art,  x2  véri- 
fient les  relations  : 

(  œi  +  x2  =  p, 
\        xtx2  =  q. 
Nous  nous  proposons,  dans  cette  Note,  de  déterminer  les 
fonctions  symétriques  dea^,  x2,  au  moven  des  coefficients  p,  q. 
Nous  remarquerons  d'abord  que  le  calcul  d'une  fonction 
algébrique  symétrique,    quelconque    d'ailleurs,  des   racines 
œu  x2,  peut  se  ramener  à  celui  de  la  quantité 

a^nx\  +  x'lx2m+n, 
expression  dans  laquelle  m,  n  désignent  des  nombres  entiers 
positifs.  En  effet,  une  fonction  symétrique  algébrique  est  le 
quotient  de  deux  fonctions  symétriques,  entières,  de  même 
forme. 

En  observant  que 

xffl{aff  +  se?)  =  qn(xT  +  x?), 
on  voit  qu'il  suffit  de  chercher  la  valeur  de 
S.  =  xT  +  a$. 

Voyez  une  autre  démonstration  [Journal,  1886,  p.  3  . 


(I  JOURNAL    Di    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

2.  Formule  de  récurrence  entre  S,„,  S,„  ,.  S,„  _,.  — 
Les  égalités 

(  x\  —  pjr{  +  9  —  0, 

\  x'i  —  j  x>  +  q  —  o. 


donnent 


l  ./r+l  -  px?  +  qœ?~l  =  o, 
l  x?  +  i  -  pas?  +  garf'-1  =  o; 


et,  par  suite, 

(1)  S,„.;  ,  -  pSm  +  çSm_!  —  o. 

Telle  est  la  formule,  bien  connue,  qui  permet  de  calculer  par 
voie  récurrente,  les  fonctions  S„„  connaissant  les  deux  pre- 
mières S0,  Si, 

S0  =  x'i  h  a -i  =  2,  S,  —  Xi  +  x-,  =  p. 

mais  la  formule  (I)  ne  coaduit  pas  facilement  à  l'expression 
générale  de  S,„,  en  fonction  des  coefficients^  et  q.  Tour  l'obte- 
nir, nous  opérons  comme  nous  allons  l'indiquer. 


(2) 


3.  Principe  de  la  méthode.  —  Considère  s  1rs  équa- 
tions simultané  s  : 

'  x-  —  px  ■+■  q  —  o, 
y  =  xm. 

Imaginons  qu'on  élimine  a;,  outre  ces  deux  équations.  La 
première,  ayant  pour  racines  x^  xv  la  seconde  donnera  pour  // 
les  deux  valeurs  : 

1  y  y  —  a  1  • 

\y->      ■'•"'• 

Ainsi,  L'équation  résultante  en  y  sera  du  second  degré.  Nous 
la  représenterons  sous  la  forme 

(3)  ,r  -  P//  +  Q      o, 

et  nous  mirons 

P        *  +  J/2         .ri"  +  &         S    . 

Nous  trouverons  donc,  d'après  cela,  la  quantité  inconnue 
Sm,  en  éliminant  x  entre  les  équations  (2). 

4.  Examen  préalable  d'un  cas  particulier.  —  Pour 
mieux  lai  e  saisir  la  méthode  d'élimination  que  nous  allons 
employer,  nous  traiterons  d'abord  un  «'as  particulier. 

Soienl  les  équations  : 

■'"'       /"'       7       o, 

y      •  ■ 
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Nous  a  vous:  px    -  x'1  +  q; 

ou,  on  posant,  pour  simplifier  l'écriture,  x*    -  z  : 
px  —  s  +  q. 
Élevons  successivement  aux   puissances  5  et  3,  les  deux 
membres  de  cette  égalité,  nous  pourrons  écrire  : 

psxs  =  z-:i  +-  5qz*  +  iory2^3  +  \oqizi  +  5ç*2  -+-  qr'. 
p3x3  s3  +     3g  z-  4-    3q-z    -+-    q3, 

px  z     -h        q. 

Observons  alors  que,  dans  les  seconds  membres  de  ces 
trois  égalités,  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  étant  égaux,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres 
île  la  première  par  +  i,  les  deux  membres  de  la  seconde  par 
—  5qz,  et  eu  fin  les  deux  membres  de  la  troisième  par  +  Sq'1:"1. 
et  si  l'on  ajoute  les  résultats  obtenus,  il  vient  : 
x0(p°  —  5p3q  -+-  5pq*)  ==  z"3  +  qs. 
Mais  on  a  :  as3  =  y,        z5  =  y'1, 

et,  par  suite, 

(4)  y-  -  (p3  -  p*q  +pq-)'j  +  q5  =  o. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  nous  avons  donc  : 
P  =  S5  =  p"3  —  5p3q  -4-  Spq'1. 

5.  Formule  générale.  —  La  méthode  que  nous  venons 
de  suivre  est  générale;  elle  va  nous  permettre  d'éliminer  x 
entre  les  équations  (u2). 

En  effet,  la  formule  du  binôme  de  Newton  nous  donne 

pm     xm     =;m+^.W-l+'"("'-'),.,t-?+<.,+'"('»-')fr-2-,+g9m-lB+f/W 
I  1.2  1.2  I 

y/„-',.,„-2_  zm-2+m~2       qsm-3+  ...+m~2        q™-3Z+     q^-1 


Pour  faire  disparaître  toutes  les  puissances  de  s,  sauf  z"', 
nous  ajouterons  d'abord,  membre  à  membre,  les  deux  premières 
équations,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  —  mqx.  Nous 
avons  ainsi  : 

■ni       n  .  m(m—3)  .      „    m(m— 2)(m— 4)  . 

A  ce  premier  résultat,  ajoutons  la  troisième  équation,  après 
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avoir  multiplie  les  deux  membres  par cfx2;  il  vient 


m       a      m(m—3)       .  ox  m(m-4)(m—i)  .       ., 

1  1.2  I.2..T 


En  conlinuant  ainsi  et  en  tenant  compte  des  relations 
xm  —  y,  zm  =  y*,  nous  trouvons  finalement, 

wi       o        m(m  —  3)        .  „ 
2/  -  y(P V      9  +      p'"-^2  .  .  .)  +  g»"  :     o. 

et,  par  conséquent, 

(S) 

_  m       „      mon  —  3)       .  „     m{m  —  x)(m—  5)       e  „ 

Sm  =  pm pm~2q+  -      -p'      û2 î^- -p'"-bq3+  . . . 

I  1.2  1.2.3 

C'est  la  formule  générale  que  nous  vouLons  établir. 

6.  —  Dans  le  calcul  précédent,  nous  nous  sommes  conten- 
tés de  chercher  les  premiers  termes  du  développement  de  S,„, 
pour  reconnaître  la  forme  du  terme  général  T,  de  ce  dévelop- 
pement; nous  allons  montrer  que  la  formule  (5)  est  bien  L'ex- 
pression cherchée  de  la  fonction  Sm.  Nous  supposerons,  à  cel 
effet,  qu'elle  est  exacte  pour  deux  valeurs  entières  cousécu- 
tives  n  —  i.n,  de  l'exposant  m,  et  nous  prouverons  qu'elle 
s'applique  encore  à  la  valeur  m     ■■  n  -+-  i. 

Le  terme  général  de  la  formule  (o)  peut  s'écrire 

3  m  (m  -  a  -  î  )  (m  -  X  —  2)  ...  (m  -  2I  -+-  1  )  , 

=  (~  °' 1.2.3  ...À P       q  ' 

À  prenant  toutes  les  valeurs  entières,  de  1  à  —  • 

2 

Posons,  conformément  à  l'hypothèse  que  nous  avons  fuir. 

0  n       .,        //  In  —  3) 

P P     9  +  /'     '7 

1  1.3 

.,  ?i  (n  —  a  —  1 }  ...  In  —  2À  -+-  i) 

+  (~   0' ,.3,3...X *"    Y  +  •' 

,       n  —  1 

,  in-  1)  (/;  -  >.  -  t)  ...  {n-  2',.  4-  2)        .,       ,    . 
I  .  2 . 3  . . .  (  A  —    I  )  ' 

Lu  formule  S„H       />  S„  —  ry  S„  , 
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(tonne 


_   ,      n(n— 3] 


,>»-^—...± 


n[n—\—i)...{n—2).-t- 1  ) 


i  .2. 3. ..A 

_(«  —  i  )(h— X— i  )...(»  -2X+2) 


p"-a+Y-H..; 


i.2.3...(X—  1) 
ou,  après  réductions, 

w+  1        <        (n+  i)(n  —  2) 
Sn+1  =  p«+i p»-iy  +  v il '.  pn-iq*  -  . . . 


1 .2 


(n  +  1)  (n  —  À) ...  (w  —  2), 
'  ("  °  1.2.3...X 

En  posant  n  +  1  =  m,  on  a 


pn-&+\q>.  +  #j 


mï        „         m(m  —  3) 
Sm  =  pm pm~2q  h -pm~Y  —  ... 

c'est-à-dire  la  formule  (5).  Cette  formule  étant  vérifiée  pour 
m  1  et  pour  m  —  2,  on  voit  qu'elle  est  générale  et  qu'elle 
s'applique  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  de  m  (*). 

7.  Calcul  de  S_m.  —  L'expression  de  S_m  se  déduit,  sans 
difficulté,  de  celle  de  S,„.  En  effet,  on  a 

et,  par  suite, 
(6)  0»&_  =  Sm. 

8.  Calcul  de  œ™  —  a;™.  —  Nous  pouvons  aussi  déduire 
des  résultats  précédents  la  différence 

xT  -  x?. 
Supposons  d'abord  que  m  soit  impair  :  m  =  in  4-  1 .  Nous 
avons 
af  H  _  a|^i  =  (a?1  _  ^(^  +  ^-'^2  +  , . .  +  XlXf-i  +  4»). 

ou,  en  posant    xt  —  x2  —  d  —  \/p2  —  49  : 


(*)  Ou  trouvera,  dans  Y  Algèbre  supérieure  de  Serret  (pp.  240  et  449,  4e  édi- 
tion), d  autres  démonstrations  de  cette  formule,  mais  elles  exigent  des 
notions  algébriques  supérieures.  M  de  Longchamps  a  donné,  de  son 
coté  (Algèbre,  première  édition,  p.  141)  une  démonstration  de  la  formule 
de  Waring,  démonstration  qui,  comme  celle  que  nous  proposons  ici,  a 
l'avantage  de  ne  prendre  pour  base  que  des  considérations  élémentaires. 
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xf^1  -  x?+l  =  d(S2n  +  qS2n.2  4-  92S2n_4  4- .  . .  +  qn~%  +  qn) 
Supposons,   au  contraire,  que  m   soit  pair.  Si  Ton  pose 

?»  —  om',  on  a 

xT  -  a$  =  {x?'  +  xf)(xf  -  xf). 
Si  mt  est  impair,  on  est  ramené  au  cas  précédent;  si  m1 

est  pair,  on  décompose  la  différence  oc™'  —  x'f  en  deux  fac  - 

teurs,  etc. 
Nous  allons  présenter,  maintenant,  quelques  applications 

de  la  formule  de  Waring. 

(A  suivre  ) 


DEMONSTRATION   DE   LÀ   FORMULE 

sin  (A  +  B)  =  sin  A  cos  B  4-  sin  B  cos  A, 
Par  M.  E.  Ponicy. 


Je  démontrerai  cette  formule,  seulement  dans  le  cas  où  les 
angles  A  et  B  sont  inférieurs,  chacun,  à  900.  On  sait  en  effet 
comment  elle  se  généralise,  après  avoir  été  établie  dans  cette 
hypothèse. 

Prenons  un  segment  de  droite  AB.  Par  les  extrémités  A  et 
B,  menons  du  même  côté  de  AB,  deux  semi-droites  AG,  BC, 
faisant,  la  première,  l'angle  A  avec  la  direction  AB  ;  la  seconde, 
L'angle  B  avec  la  direction  BA.  Ces  deux  semi-droites  se 
coupent  en  un  point  C.  Désignons  par  a,  b,  c  les  côtés  du 
triangle  ainsi  formé.  On  a  les  relations  (*)  : 
c  —  a  cos  B  4-  b  cos  A, 
c  a  b 

sin  C       sin  A       sin  B 
et,  par  suite, 

sin  C        sin  A  COS  B    i-  sin  B  cos  A. 


■   11  but  Doter  que  ces  égalités  peuvent  être  établies  au  début  de  la 
aomélrie,  dès  que  l'on  a  donné  la  définition  dea  lignes  trigonomé* 
triques  des  angles. 
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Or,  les  angles  G  et  A  -h  B,  sont  supplémentaires;  on  a  donc 
sin  G  =  sin  (A  +  B); 
et,  finalement, 

sin  (A  +  B)  =  sin  A  cos  B  -t-  sin  B  cos  A. 


THEOREMES  SUR  LES  TRANSVERSALES  (J 

Par  M.  E.  I^auvernay,  professeur  au  Lycée  de  Caen. 


Théorème  premier.  —  Si,  par  un  point  quelconque  0  du 

pland'un  triangle  ABG,  on  mène  une  transversale  arbitraire  A'B'G', 

on  a 

aa'       bb'       ce'  . 

—  +  —  -h—  =o  (**). 
a  p  y 

Menons  les  perpendiculai- 
res AE,  BD,  GF  sur  la  trans- 
versale.  Avec   les    conven- 
tions faites,  on  a 
aa'  =  OA'(BD  +  GF) 

=  _  a(BD  +  CF). 
On  trouve,  de  même  : 
66'  =  OB'(CF  -  AE) 

=  p(CF  -  AE), 
ce   =  OC'(BD  +  AE) 

=  v(BD  +  AE). 


(*)  Le  présent  article  renferme  une  démonstration  nouvelle  du  théo- 
rème donné  par  M.  Plamenewsky  (Journal,  1888,  p.  89)  et  une  générali- 
sation de  ce  théorème.  G.  L. 

(**)  Dans  cette  égalité,  a,  b,  c  représentent  les  côlés  du  triangle  ABC; 
a',  b\  c  les  distances  du  point  0  à  chacun  des  côtés,  celles-ci  étant  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires  selon  que  les  côtés  du  triangle  tendent 
à  tourner  dans  le  même  sens,  ou  en  sens  contraire,  autour  du  point  0, 
supposé  fixe.  On  considère,  d'ailleurs,  ces  distances  comme  des  bras  de 
levier  et  chacun  des  côtés  AB,  BC,  CA  du  triangle,  représente,  en  direction 
et  en  grandeur,  des  forces  appliquées  à  chacun  de  ces  leviers.  Enfin, 
a,  [3,  y  sont  les  longueurs  algébriques  des  segments  OA',  OB',  OC. 
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Donc:  -  (BD  +  CF)  =  — , 

a 

CF-AE  =  -^\ 

S 

ce' 
BD  +  AE  =  —  : 


et.  par  suite. 


aa         bb'       ce' 

h  —  -\ =o. 

a  p  Y 

Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que  celte  relation  subsiste, 
quelles  que  soient  la  transversale  et  la  position  du  point  0 
situé  sur  celle-ci. 

D'après  les  conventions  faites,  concernant  les  signes,  si 
a,b,c,d...  sontles  longueurs  des  côtés  successifs  AB,BC,CD,... 
d'un  polygone;  a',  b',  c, ...  les  distances  algébriques  d'un  point  0 
à  ces  côtés:  a,  p,  */■••  les  longueurs  algébriques  des  segments 
OA',  OB',  OC,  déterminées  par  une  transversale  arbitraire 
passant  par  0.  par  les  côtés  successifs  AB.  BG,  CD...,  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  général.  —  Si,  par  un  point  quelconque  0  du 
plan  d'un  polygone,  on  mène  une  transversale  arbitraire,  on  a  la 
relation 

*  S)  -  * 

le  signe  1  s  étendant  à  tous  les  côtés  du  polygone. 

Supposons  la  proposition  vraie  pour  un  polygone  de  n  côtes, 
et  montrons  qu'elle  existe  encore  pour  un  polygone  de  n  -+-  i 

CÙtés. 

Soit  DF  le  dernier  côté  du  premier  polygone  ,  DF  étant  le 

sens    de  la  force  représentée  par   ce   côté;    désignons    par 

<in' 
En_j  la  somme  des  rapports         relatifs  aux  n  —  i  premiers 

côtés;    "iilin,  soient  x.  x',  X  les  éléments  relatifs   à  ce  côté 
DF.  Od  .i 

S.  ,  +    x         o. 
Or,  si  L'on  considère  (/i;/.  ~    Le  même  point  o  et  La  môme 
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transversale  OX'D'E'  dans  le  triangle  DEF.  DE  et  EF  étant 

deux  nouveaux  côtés,  on  a  :    ■ 

xx'       dd'       ee' 
^r  +  —  H =  o, 

A.  O  £ 

car  la  direction  de  la  force  représentée 
par  le  côté  DF  a  changé  de  signe. 
D'où,  par  addition, 

dd'       ee' 
S„_,  +  —  h =  o; 

O  £ 

ce  qui  est  la  relation  relative  au  polygone  de  n  -+-  i  côtés. 

Ce  théorème  donne  lieu  à  de  nombreux  corollaires,  selon 
que  le  polygone  présentera  certaines  particularités  ou  que  l'on 
dounera  au  point  O  et  à  la  transversale  des  positions  particu- 
lières. Nous  ne  nous  arrêterons  qu'aux  suivants,  relatifs  au 
triangle. 

Si  O  est  le  centre  de  gravité  du  triangle,  on  a  : 


+ 


car 


P- 

ad  =  bb' 


+ 


o; 


ce 


Si  O  est  le  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  deux 
côtés  CA,  GB  du  triangle,  on  a  : 

i         i         i 

-  + =  o; 

x         p        T 

car  a   —  hay     b'  =  hb,     c   -----  —  hc. 

Si  O  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  on  a  : 

«6c 

-  +  -  -+-  -  =  o. 

y.        p        y 

Si  O  est  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  dans  l'angle  C,  on  a  : 

abc 
-+---=  o. 

a        p        y 

Si  O  est  le  point  de  Lemoine,  on  a  : 

a2        ¥        c- 

1-  —  H —  o. 

a  p  y 

Si  O  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  on  a  : 

sin  2A       sin  2B       sin  2(J 

1 H =    O. 
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Enfin,  si  0  est  l'orthocentre  du  triangle: 

o. 


te  A 


te.  B      te  G 


P 


SUR  L'INSCRIPTION  APPROCHEE 

DU  NONAGONE  (*)  RÉGULIER  (**) 


Soit  ACB,  dans  le  cercle  donné,  un  angle  au  centre  de  6o°. 
Traçons  la  bissectrice  de  ACB,  et  prenons 
DE  =  EF  =  CD. 

Menons  encore  la  bissectrice  CG  de  DCB  et,  de  C  comme 
centre,  décrivons  les  arcs  EL,  FG.  La  bissectrice  de  FCG 
coupe  l'arc  EL  en  son  milieu  H.  Par  H  traçons  HI  paratlèle  à 


CG,  et  joignons  le  point  I,  où  cette  parallèle  coupe  l'arc  FG 
au  point  C.  L'angle  ICG,  ainsi  obtenu,  sera  très  approxima- 
tivement égal  au  tiers  de  FCG;  c'est-à-dire  à  5°.  En  résolvant 
le  triangle  HIC,  on  trouve 

CIH  =  ICG  =  4°  59'  3i',   - 
D'après  cela  ACM  =  400  o'  28',63; 

la  corde  AM  représente  donc,  avec  une  grande  approximation, 
le  côté  du  Nonagone  régulier  iûscrit  (***). 

'  Uu.  préférablemeni,  Ennéagone;  Gomme  noun  Tarait  observer  M.  Catalan. 
Extrait  d'un  article  du  professeur  II.  A.  llowc  intitulé  «L'inscription 

APPROXIMATIVE    DE   CERTAINS   POLTGONBS   RIGULIBRS  »,  Aimais   of  vvilhcnuKvs . 

vol.  ■-.  11"  1  :  p.  l-  [août  1889  . 

Comparez  avec  les  méthodes  connues;  notamment  aveo  celle  de 
M.  Henri  Postula  Catalan,  Théorèmes  ei  Problème»,  &  <;<lit.  p.  283). 
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ÉTUDE 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE 

DES   SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Aug.  .Mord. 


INTRODUCTION 

Les  sections  coniques  ont,  de  tous  temps,  attiré  l'attention 
des  Géomètres  les  plus  célèbres.  L'étude  de  ces  courbes  pénètre, 
comme  l'on  sait,  dans  les  classes  de  Mathématiques  élémen- 
taires, oii  l'on  s'occupe  de  quelques-unes  des  propriétés  de 
deux  d'entre  elles,  l'ellipse  et  la  parabole.  Mais  la  définition 
que  l'on  donne  de  ces  courbes,  par  leurs  propriétés  focales, 
ne  permet  pas  de  les  rattacher  l'une  à  l'autre,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  pure. 

L'importance  que  l'on  donne  dans  les  cours  de  mathéma- 
tiques supérieures,  à  l'étude  analytique  des  sections  coniques, 
m'a  déterminé  à  présenter,  aux  lecteurs  du  Journal  de  Mathé- 
matiques élémentaires,  des  aperçus  purement  géométriques  sur 
ces  courbes,  considérées  d'une  façon  plus  générale.  Je  me 
suis,  pour  cela,  inspiré  des  ouvrages  classiques  allemands 
et  anglais;  et,  parmi  ceux  qui  m'ont  servi  de  guides,  je  signa- 
lerai les  suivants  : 

Die  Théorie  der  Kegelichnitte  in  elementar  Darste/lung,  par 
Steiner.  L'auteur  définit  les  sections  coniques  :  le  lieu  des 
points  également  distants  d'un  point  iixe  et  d'un  cercle  fixe. 
Cette  définition  présente,  au  point  de  vue  où  je  me  place, 
l'inconvénient  de  ne  pas  montrer  aux  élèves  de  Mathématiques 
élémentaires,  avec  la  simplicité  nécessaire,  comment  on  passe 
de  l'ellipse  à  l'hyperbole  d'une  façon  continue,  avec  la  transi- 
tion de  la  parabole. 

Elementar  synthetische  Géométrie  der  Kegelschintle,  par  M.  Mi- 
linowski.  Cette  étude  fort  complète  s'appuie  sur  une  théorie 
avec  laquelle  nos  élèves  ne  sont  pas  assez  familiarisés,  puisque 
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l'auteur  définit  la  section  conique  :  la  courbe  polaire  réci- 
proque d'un  cercle  par  rapport  à  un  cercle.  Le  même  auteur 
a  publié  une  Géométrie  synthétique  de  l'hyperbole  équilaté?'e,  à 
laquelle,  selon  moi,  on  pourrait  faire  de  nombreux  emprunts 
si  l'on  voulait  aborder  l'étude  géométrique  de  cette  courbe 
intéressanle. 

Dans  son  ouvrage  intitulé  Geometrical  conic  sections,  M.  Jack- 
son part  de  la  définition  adoptée  par  les  anciens  Géomètres; 
il  considère  la  conique  comme  la  section  plane  du  cône  droit. 

Il  en  est  de  même  de  Booth,  dans  son  grand  ouvrage  :  On 
some  new  geometrical  methods,  où  l'étude  des  sections  coniques 
est  le  plus  souvent  traitée  en  empruntant  les  considérations 
de  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Enfin,  je  rappellerai  que,  dans  nos  ouvrages  classiques 
français,  nous  possédons  une  élude  géométrique  des  sections 
coniques,  dans  le  Traité  de  géométrie  de  M.  E.  Rouché.  Cette 
étude  très  importante  est  faite  en  utilisant  les  principes  et 
les  propriétés  de  la  géométrie  moderne;  et  c'est  pour  cela 
que  j'ai  cru  pouvoir  aborder  la  question  d'une  façon  diffé- 
rente, en  appliquant  seulement  les  connaissances  que  peut 
avoir  un  bon  élève  de  Mathématiques  élémentaires,  n'ayant 
vu  que  la  géométrie  classique,  telle  que  la  présentent  nos 
traités  les  plus  connus,  comme  la  Géométrie  de  Legendre,  par 
exemple. 

Mon  but  est  donc  de  présenter  ici  une  étude  géométrique 
des  propriétés  les  plus  saillantes  des  sections  coniques,  en 
partant  d'une  définition  commune  aux  trois  courbes;  sans 
autre  secours  que  celui  de  lu  Géométrie  pure. 

Cette  question,  qui  m'occupe  depuis  longtemps  déjà,  m'a 
semblé  revenir  à  l'ordre  du  jour,  par  suite  d'un  article  du  nou- 
veau programme  de  l'École  Centrale. 

Ce  programme  porte,  en  effet,  en  Géométrie  élémentaire,  la 
question  suivante  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'un  plan,  tels  que  le  rapport  des 
distances  de  chacun  d'eux  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe,  soit 
constant,  rt  égal  ii  un  nombre  donné,  est  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole,  suivant  que  le  nombre  donné  est  inférieur,  égal, 
ou  supérieur  à  V unité. 
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Comme  on  le  verra  par  ce  qui  suit,  j'ai  cherché  à  étudier 
les  propriétés  des  courbes  planes  telles  que  le  rapport  des 
distances  d'un  quelconque  de  leurs  points  à  un  point  fixe  et 
à  une  droite  fixe  soit  constant.  Je  montre  que  les  courLes  sont, 
suivant  les  cas,  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole, 
et  j'en  déduis,  en  particulier,  les  propriétés  focales,  qui  servent, 
en  France,  de  définition  classique  pour  ces  trois,  courbes. 

Dans  la  présente  étude  j'ai  laissé  de  côté  la  plus  grande 
partie  des  propositions  exposées  dans  les  classes,  en  partant 
des  propriétés  focales,  et  je  n'ai  proposé  de  nouvelles  dé- 
monstrations de  ces  propriétés  que  si  elles  me  paraissaient 
sensiblement  plus  simples  que  celles  qui  sont  généralement 
connues. 

Ce  n'est  pas  la  première  fois  que  les  lecteurs  du  Journal  de 
Mathématiques  élémentaires  rencontrent  cette  définition  des 
sections  coniques  par  la  constance  d'un  rapport  de  distances. 
Dans  une  étude  fort  intéressante,  publiée  dans  le  Journal,  en 
1880,  M.  Launou  est  parti  de  cette  définition  pour  étudier  les 
trois  courbes,  en  employant  principalement  le  calcul  algé- 
brique et  la  Trigonométrie.  L'étude  qui  va  suivre  diffère  donc 
complètement  de  celle  de  M.  Launoy,  puisqu'elle  n'emploie 
que  la  Géométrie,  sans  faire  jamaisintervenir  la  Trigonométrie. 

Il  existe  en  Angleterre  un  certain  nombre  d'ouvrages,  où 
l'on  étudie  les  sections  coniques  en  partant  de  la  définition 
par  le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite 
fixe.  Comme  je  l'ai  déjà  dit,  c'est  la  lecture  de  quelques-uns 
de  ces  ouvrages  qui  m'a  guidé  dans  l'étude  que  je  présente 
aujourd'hui.  Je  citerai,  en  particulier  : 

Conic  sections  treated  geometricallg,  par  W.  H.  Besant; 

A  geometrical  treatisc  on  conic  sections,  par  le  Rév.  H.  Drew; 
et  enfin  et  surtout  : 

Ancient  and  modem  geometrij  o[  conics,  par  Ch.  Taylor.  Ce 
dernier  ouvrage  peut  être  considéré  comme  un  ttaité  complet 
de  la  Géométrie  des  coniques  ;  il  est  particulièrement  précieux 
par  les  renseignements  historiques  qu'il  contient  sur  les 
divers  théorèmes  se  rapportant  à  ces  courbes. 

Si  j'ajoute  que  les  ouvrages  anglais  renferment  un  nombre 
considérable  de  problèmes  proposés  (le  petit  ouvrage  de  Besant 
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eu  coutieul  plus  de  six  cents;  il  y  en  a  mille  dans  le  Traité  de 
Taylor),  et  que,  dans  les  examens,  on  pose  Fréquemmenl  des 
questions  sur  la  Géométrie  pure  des  sectioi.s  coniques,  on 
verra  combien  cette  part:e  de  la  Géométrie  est  appréciée  chez 
nos  voisins. 

Je  voudrais  voir  le  goût  de  cette  étude  se  développer  aussi 
parmi  nos  élèves;  c'est  ce  qui  m'a  encomagé  à  publier  cette 
Note,  dans  laquelle  je  n'ai  pas,  tant  s'en  faul,  abordé  toute  la 
Géométrie  de  s  coniques.  J'ai  systémaliqucmcnt  'aisse  de  côté 
toulcequi  touche  à  la  Géométrie  supérieure:  mais  j'ai  cm  utile 
de  présenter  aux  élèves  de  Mathématiques  élémentaires,  sans 
dépasser  les  connaissances  que  supposent  leurs  programmes, 
une  démonslration  géométrique  d'un  certain  nombre  de  propo- 
sitions qu'ils  reverront  plus  tard  sous  une  autre  forme;  et  j'ai 
voulu  surtout,  comme  on  le  fait  dans  les  cours  supérieurs, 
rapprocher  ces  trois  courbes  qui,  pour  l'exposition  de  leurs 
propriétés  principales,  doivent  marcher  parallèlement. 

.1  suivre.) 


VARIÉTÉS 
CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  NOMBRES 


Les  mots  eyalcr,  ajouter,  ne  peuvent  pas  être  défiais  d'une 
manière  générale,  parce  qu'ils  ont  un  trop  grand  nombre  de 
significations;  mais  s'il  est  impossible  de  les  définir  d'une 
manière  générale,  il  devient  possible,  et  mène  il  devient 
indispensable  de  les  définir  quand  on  les  applique  à  des  objets 
léterminés.  Quelle  que  soit  la  définition  que  L'on  donne  de 
L'addition  de  plusieurs  choses,  nous  supposerons  celle  défini- 
tion telle  que  Le  résultai  de  l'addition  soit  indépendant  de 
L'ordre  dans  Lequel  on  ajout»'  ces  choses. 

(in  appelle  quantités  ou  grandeurs  mesurable?,  toutes  los 
choses  à  propos  desquelles  du  peut  concevoir  un  définir  l'éga- 
lité et  V addition. 

<>n  dit  qu'une  quantité  A  est  plus  grande  qu'une  aulre  H 
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(ou  que  B  est  plus  petit  que  A),  si  l'on  peut  obtenir  A  en 
ajoutant  à  B  une  certaine  quantité  C. 

On  dit  que  des  quantités  sont  de  même  espèce,  si  l'on  peut 
les  concevoir  égales,  plus  grandes  ou  plus  petites  les  unes 
que  les  autres,  et  si  l'on  peut  les  ajouter  entre  elles. 

Ceci  posé,  parmi  toutes  les  quantités  d'une  même  espèce, 
choisissons  en  une  bien  déterminée,  appelons-la  unité;  appe- 
lons également  unités  toutes  les  quantités  qui  lui  sont  égales; 
il  sera  démontré  que  l'on  peut  définir  une  même  quantité  et 
toutes  celles  qui  lui  sont  égales  de  manière  à  les  distinguer 
de  toutes  celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites,  et  cela 
en  indiquant  comment  on  peut  les  former  avec  l'unité.  Alors  : 

Le  nombre  qui  mesure  une  quantité  est  ce  qui  sert  à  définir 
cette  quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  égales  et  à  les  distin- 
guer de  toutes  celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites. 
Mesurer  une  quantité  c'est  chercher  le  nombre  qui  la  mesure. 
Montrons  maintenant  comment  on  peut  former  les  nombres. 

Nombres  entiers.  —  Considérons  des  quantités  de  même 
espèce,  choisissons  parmi  ces  quantités  une  unité,  nous  dirons 
que  l'unité  et  les  quautités  qui  lui  sont  égales  et  qui  sont 
aussi  des  unités,  sont  mesurées  par  le  nombre  un:  toutes  les 
quantités  égales  au  résultat  de  l'addition  d'une  unité  avec 
une  unité  sont  dites  mesurées  par  le  nombre  deux;  toutes 
les  quantités  égales  au  résultat  de  l'addition  d'une  unité  avec 
une  quantité  mesurée  par  le  nombre  deux  sont  dites  mesurées 
par  le  nombre  ti'ois...  On  appelle  nombres  entiers  ceux  qui 
servent  à  mesurer  les  quantités  résultant  de  l'addition  de 
plusieurs  unités.  On  peut  concevoir  que  l'on  ait  donné  un  nom 
particulier  à  chacun  de  ces  nombres,  et  qu'on  l'ait  représenté 
au  moyen  d'un  signe  particulier,  c'est  ce  que  la  numération 
nous  apprend  à  faire. 

On  dit  que  deux  nombres  sont  égaux,  plus  grand,  ou  plus 
petit  l'un  que  l'autre  suivant  que  les  quantités  qu'ils  mesurent 
sont  égales,  plus  grande  ou  plus  petite  l'une  que  l'autre  — 
ajouter  des  nombres,  c'est  trouver  le  nombre  qui  mesure  la 
quantité  qui  résulte  de  l'addition  des  quantités  mesurées  pai- 
res nombres.  —  La  soustraction  est  l'opération  inverse  «le 
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l'addition.  —  Nous  supposerons  que  l'on  ait  défini  la  multi- 
plication des  nombres  entiers  comme  l'addition  de  nombres 
égaux  au  multiplicande,  et  la  division  comme  une  suite  de 
soustractions  successives  de  nombres  égaux  à  un  nombre 
donné. 

Nombre  fractionnaire.  —  Quelquefois  l'unité  est  indi- 
visible, c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple  quand  cette  unité 
est  un  être  animé,  mais  le  plus  souvent  elle  est  divisible, 
et  il  existe  des  quantités  autres  que  celles  qui  résultent 
d'addition  d'unités.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  mesurer  une 
quantité  A  qui  ne  puisse  s'obtenir  en  ajoutant  des  unités,  on 
partagera  l'unité  en  deux  parties  égales,  que  l'on  appellera 
des  demis,  en  trois  parties  égales  que  l'on  appellera  des  tiers, 
etc.  S'il  arrive  que  A  et  les  quantités  égales  à  A  puissent 
s'obtenir  par  l'addition  de  demis,  de  tiers,  etc.;  s'il  arrive  par 
exemple  que  A  résulte  de  l'addition  de  sept  tiers,  on  dira  que 
A  est  mesuré  par  le  nombre  fractionnaire  sept-tiers.  Ainsi  les 
nombres  fractionuaires  sont  ceux  qui  mesurent  les  quantités 
résultant  de  l'addition  de  parties  égales  de  l'unité.  Les  nom- 
bres entiers  et  fractionnaires  sont  ceux  que  l'on  appelle  com- 
mensurables .  Deux  quantités  sont  commensurables  quand  il 
existe  une  unité  qui  peut  servir  à  les  exprimer  toutes  deux  en 
nombres  entiers.  —  Nous  supposerons  que  les  quatre  opéra- 
tions sur  les  fractions  aient  été  définies,  et  que  l'on  ait  défini 
le  produit  de  deux  tiers  par  trois  quarts,  comme  étant  les  trois 
quarts  de  deux  tiers. 

Nombres  incommensurables.  —  Nous  appellerons 
limite  d'une  quantité  variable  une  quantité  fixe  dont  celle-ci 
s'approche  de  manière  à  en  différer  d'aussi  pou  que  l'on  veut. 
Une  quantité  sans  cesse  croissante  (ou  décroissante)  qui  ne 
peut  dépasser  (ou  devenir  inférieure)  à  une  quantité  fixe  a  une 
Limite  qui  esl  la  plus  petite  (eu  la  plus  grande)  des  quantités 
qu'elle  ne  peut  dépasser  (ou  à  laquelle  elle  ne  peul  devenir 
inférieui 

i  posé,  supposons  qu'ayant  successivement  partagé  l'unité 
en  ±.  '■'>.  ...  ,  /»,...  parties  égales,  la  quantité  A  nepuisse  jamais 
résulter  de  l'addition  de  parties  égales  de  l'unité,  on  dira  que 
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A  est  incommensurable  avec  l'unité,  et  est  mesurée  par  un  nom 
brcincommensurable.il  s'agit,  maintenant,  de  définir  ce  nombre 
c'est-à-dire  de  définir  toutes  les  quantités  égales  à  A  de  manière 
à  les  distinguer  de  celles  qui  sont  plus  grandes  ou  plus  petites. 
Pour  cela  il  suffit  de  dire  quels  sont  les  nombres  commensu- 
rables  mesurant  les  quantités  plus  grandes  que  A  et  les  nom- 
bres commensurables  mesurant  les  quantités  plus  petites  que 
A.  En  effet,  si  l'on  connaît  tous  les  nombres  commensurables 
mesurant  les  quantités  plus  grandes  ou  plus  petites  que  A,  on 
saura  par  exemple  que  A  est  compris  entre  les  m  et  les  m  -+-  \ , 
n"'"ts  de  l'unité  quel  que  grand  que  soit  n;  et  si  une  autre  quan- 
tité B  pouvait  jouir  des  mêmes  propriétés,  A  et  B  différeraient 
entre  elles  de  moins  delà  ne  partie  de  l'unité,  c'est-à-dire  d'aussi 
peu  que  l'on  voudrait;  B  serait  donc  une  des  quantités  égales 
à  A.  Ainsi,  un  nombre  incommensurable  sera  défini  en  four- 
nissant le  moyen  de  se  procurer  les  nombres  commensurables 
plus  grands  ou  plus  petits,  c'est-à-dire  mesurant  les  quantités 
commensurables  plus  grandes  ou  plus  petites  que  celles  qu'il 
mesure  lui-même. 

On  peut  maintenant  dire  que  l'on  appelle  limite  d'un  nombre 
variable,  un  nombre  fixe  dont  le  nombre  variable  peut  s'appro- 
cher de  manière  à  en  différer  d'aussi  peu  que  l'on  veut;  alors 
tout  nombre  croissant,  qui  ne  peut  pas  devenir  plus  grand  qu'un 
nombre  donné,  aura  une  limite  ;  tout  nombre  décroissant  qui  ne 
peut  pas  devenir  plus  petit  qu'un  nombre  donné,  a  une  limite. 

Il  résulte,  de  ces  définitions  et  de  ces  remarques,  qu'un 
nombre  incommensurable  est  la  limite  commune  des  nombres 
commensurables  croissants  plus  petits  que  lui  et  des  nombres 
commensurables  décroissants  plus  grands  que  lui.  Mais  celte 
propriété  des  nombres  incommensurables  qui  peut  servir  à 
les  définir  appartient  aussi  aux  nombres  commensurables  et 
peut  également  servir  à  les  définir. 

Ajouter  des  nombres  quelconques,  commensurables  ou 
incommensurables,  c'est  trouver  le  nombre  qui  mesure  la 
somme  des  quantités  mesurées  par  ces  nombres.  —  La  sous- 
traction est  l'opération  inverse  de  l'addition.  —  Pour  définir 
le  produit  de  deux  nombres  A  et  B,  que  ces  nombres  soient 
ou  ne  soient  pas  commensurables,  nous  désignerons  par  a, 
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a',  a",. .  .  des  nombres  commensurables  croissants  ayant  pour 
limite  A;  par  ?..  a',  y."....  des  nombres  commensurables 
décroissants  ayant  pour  limite  A;  par  b,  b'.  b" . . .  des  nombres 
commensurables  croissants  ayant  pour  limites  B  ;  par  ,3,  p', 
p\  . .  .  des  nombres  commensurables  décroissants  ayaut  pour 
limite  B.  Si  nous  considérons  alors  les  produits  ab.  db\a"b",.  . 
ce  seront  des  nombres  croissants  moindres  que  xS  par  exemple, 
ils  auront  donc  une  limite  l.  Les  nombres  xp,  x'p',  x 
sont  décroissants  et  plus  grands  que  ab.  ils  ont  donc  une 
limite  À.  Je  dis  que  /  =  À,  en  effet  :  en  posant 

a         nA  +  co"  :  bn  +  r."], 

on  a      a«p«"  -  ah  ia'l]  +  »M)(6M  4-  -'"')  -  a"b,t 

a"-"  +  6%>"  4-  o"n  : 
or  a  "  -  " .  b  "  to  " ,  (o  "  n  "  sont  des  nombres  que  l'on  peut  rendre 
aussi  petit  que  l'on  veut.  Donc  leur  somme  x  "  ;,  "  —  a  "  b  "'  peut 
être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut,  ce  qui  revient  à  dire 
que  x"  }""  et  a  "b"  diffèrent  l*un  de  l'autre  d'aussi  peu  que 
l'on  veut;  or  ânb"'  diffère  de  sa  limite  /  d'aussi  feu  que  l'on 
veut,  a  "S"  diffère  de  À  d'aussi  peu  que  l'on  veut:  donc  /et/.. 
différant  d'aussi  peu  que  l'on  veut,  sont  égaux;  et  alors  /=  X 
est  ce  que  l'on  appelle  le  produit  de  A  par  B. 

La  division  est  l'opération  inverse  de  la  multiplication,  elle 
se  trouve  définie  par  conséquent  d'après  ce  qui  précède.  Nous 
nous  bornerons,  pour  terminer,  à  énoncer  les  théorèmes  sui- 
vants dont  la  démonstration  est  facile. 

La  somme  (ou  le  produit)  de  plusieurs  nombres  est  indé- 
pendante de  leur  ordre.  H.  L. 


CORRESPONDANCE 


Nous  n.  de  M.  A.  Poulain,  la  lettre  suivante: 

Monsiei  H. 

Dans  le  ./.  /.'.  1889,  p.  18,  vous  avez  fixé  une  règle  algébrique 
pour  spécifier  ce  qu'on  doit  désormais  entendre  par  premier 
et  Becond  brocardien  d'un   point,  et,  plus  généralement,  pai 
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première  et  seconde  permutation  directe  des  coordonnées.  Il 
y  a  une  convention  analogue  à  faire  pour  les  isobariques  et 
les  brocardiennes  des  droites,  des  coniques,  etc.  Mais  ici  ou 
peut  avoir  quelque  hésitation.  Sont-ce  les  coordonnées,  ou  les 
coefïicients,  qu'on  doit  faire  avancer  d'un  rang,  pour  avoir  lu 
première  isobarique?  Il  me  semble  que  ce  sont  les  coordon- 
nées, par  analogie  avec  les  points;  de  plus,  c'est  ce  qu'il  y  a 
de  plus  clair  à  concevoir  quand  l'équation  renferme  des  pro- 
duils  de  coordonnées.  De  la  sorte,  pour  la  droite 

(1)  Ax  +  Bp  +  Cy  =  O, 
la  première  isobarique  est 

(2)  kp  +  By  +  Ca  =  o. 

Réponse.  —  La  question  sur  laquelle  M.  Poulain  veut  bien 
me  consulter  doit  être  résolue,  comme  il  le  dit.  Dans  mon  idée, 
les  coordonnées  doivent  former  la  base  du  langage  de  la  Géo- 
métrie. Par  exemple,  si  l'on  considère  les  équations 
(!)/•(-,.  p,  Y)  =  o.       (2)  ftf,  y,  «)  =  o,       (3)  /-(y,  x,  p)  =--  o, 

(2)  est  la  première  associée  de  (1);  (3)  représente  la  seconde 
associée. 

Les  coefficients  A,  B,  C,  ne  peuvent  exercer  aucune  intluence 
sur  la  dénomination  dtslignes  qui  correspondes  aux  équations 
dans  lesquelles  ilspénètrent.  La  raisonprincipaleenest  qu'une 
équation  peut  renfermer  de  nombreux  coefficients.  Au  con- 
traire, elle  ne  contient  jamais  que  les  trois  lettres  oc,  (S,  y,  et 
celles-ci  me  paraissent  constituer lasourcenaturelledulangage 
géométrique,  comme  je  viens  de  le  dire.  (G.  L.) 


QUESTION  350 


Solution» 

Un  système  de  deux  droites  parallèles  AB,  CD,  est  coupé  par 
deux  sécantes  AC,  BD.  On  joint  B  et  D  à  un  point  quelconque  K 
de  AC.  1°  Si,  par  A  et  C,  on  mène  des  parallèles  respectivement  à 
ED,  EB,  ces  parallèles  se  coupent  en  F  sur  BD,-  2°  si  par  A  et  C, 
on  mène  des  parallèles  à  EB,  ED,  quel  est  le  lieu  du  point  G  où 
elles  se  rencontrent?  Bernés.) 
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La  première  partie  a  été  autrefois  proposée  par  M.  d'Ocagne 
dans  les  Nouvelles  Annales  (1883,  p.  384).  Une  solution  a  été 
insérée  dans  ce  recueil  (môme  tome,  p.  418). 

La  seconde  partie  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
première.  On  observera  en  effet  que  la  droite  FG  passe  par  le 
milieu  AI  de  AC.  Le  lieu  de  G  est  donc  la  droite  symétrique 
de  AC,  par  rapport  à  M. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


351.  —  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suilisante 
pour  que,  entre  trois  droites  concourantes  AX,  AY,  AZ,  on 
puisse  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés  soient  parallèles  à 
trois  directions  données,  U,  Y,  W  (le  côté  parallèle  à  U 
entre  AY  et  AZ,  le  côté  parallèle  à  Y  entre  AZ  et  AX,  et  le  côté 
parallèle  à  "W  entre  AX  et  Al"),  c'est  que  si  BC  est  une  paral- 
lèle à  AX,  tracée  entre  AZ  et  AY,  les  parallèles  à  U,Y,  W  par 
A,B,C  sont  concourantes.  (Bernés.) 

352.  —  Soit  A  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
ABC.  Par  un  point  M,  pris  sur  A,  on  fait  passer  deux  circon- 
férences, respectivement  tangentes  aux  côtés  AB,  AC.  aux 
points  B,C.  Elles  se  coupent  en  un  point  A',  situé  sur  BC. 
Démontrer  cette  proposition  ;  et  reconnaître  que  AA',  et  les 
droites  analogues  BB',  CC  sont  concourantes. 

Y.-/;.  —  On  pourra  ralacber  ce  théorème  à  certaines  propriétés  connues 
de  la  parabole. 

(G.L.) 


I  ■  Directeur-gérant, 

<;.  de  LONGCHAMPS, 


IMPRIMERIE  I  B»Tn  M  B  DES  I  IIF..M1NS  DE  FER.  —  lMPHl.Mll.il:  I  IIUX. 
PARIS.  —  30SÉ 
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SUR  LA  FORMULE  DE  WARING 

I  EQUATIONS    DO    SECOND    DEGRÉ) 
par  M.  Lalbalétrier. 

I  Suite,  voir  p.  ~>.  i 


APPLICATIONS 

9.  —  Résoudre  le  système 


(9) 


j  x  +  y  =  a, 
(  xm  -+-  y"1  =  bm. 
Si  nous  posons  xy  =  z,   les  inconnues  x  et  #  seront  les 
racines  de  l'équation 

(10)  X2  -  aX  +  z  =  o. 

Il  suffit  donc  de  trouver  la  valeur  de  z;  or,  d'après  la  for- 
mule (5), 

m        .         ?»(m  —  3) 
bm  =  a"' a'"-2;  h i -  am~V-  +  ... 

I  1.2 

,  m 
Cette  équaliou,  qui  permet  de  déterminer  z,  est  du  degré  — 

lorsque  m  est  pair;  du  degré  lorsque  m  est  impair.  Il 

eu  résulte  que  le  système  (9)  se  ramène  au  second  degré  pour 
toutes  les  valeurs  de  m  inférieures  à  6. 

En  particulier,  si  m  =  5,  l'équation  en  z  sera: 

(11)  5az2  —  5asz  +  a5  —  b3  =  o, 

,,  ,  5a3  ±  \/5a6  -r  2oa65 

d  ou  z  =  • 

ioa 

En  supposant  a  et  b  positifs,  les  valeurs  de  z  seront  toujours 

réelles;  pour  que  celles  de  x  et  de  y  le  soient  aussi,  il  faut. 

a2 
d'après  l'équation  (10),  que —  soit  supérieur  aux  deux  racines 

4 

a'1 
z'  et  z".  Faisons  donc  z  =  — dans  l'équation  (11)  et  cherchons 
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le  signe  du  résultat  de  la  subslitution  :  ce  signe  dépendra  de 
celui  du  binôme 

cr  —  1665 
et  trois  cas  pourront  se  présenter: 
1°     o:i  >  i6b\ 

g} 

La  quantité  —  est  alors  extérieure  aux  deux  racines  r-'  el  s". 

4 

Comme  la  demi-somme —  =  —  >  on  voit  que  —  est  tou- 

22  4 

jours  inférieur  à  z'  et  z" ,  donc  x  et  y  sont  toujours  imaginaires. 

2°    a5  =  i665. 

ci2 

—  est  alors  une  des  racines  de  l'équation  (11).  Cette  valeur, 

4 

portée  dans  l'équation  (10),  donne 

a 

x  =  y  =  -> 
y        2 

c'est  la  seule  solution  du  système  (9). 

3°    a5  <  i665. 

Dans  ce  cas,  la  quantité  —  est  comprise  entre  les  deux  ra- 

4 
cines  s'  et  s".  Xous  obtiendrons  donc  pour  x  et  y  un  seul 
système  de  valeurs  réelles. 

En  résume,  le  système  (9),  en  supposant  m  =5,  ne  peut 
jamais  avoir  qu'une  solution  réelle  lorsque  la  condition 

a*  <  r  665 
est  remplie. 

9.  —  Résoudre  le  système 

(12)  x  +  y  =  p, 

a0xmH-a1xm  ,y+a,\",-2y2+...4-a2x2ym-2+a,xym-1  +  a0ym+b  =  o. 

Ces  deux  équations  sonl  symétriques  en  ceci  //.  et  la  seconde 
peul  B'écrire  ainsi  : 

(13) 
a0(xm4-?/m)4-a,(x,"-i  +  (y,,'-2)x//-f-a2(xm-i+^m-1)x^2  +  ...  +  /;=o. 

Si  l'on  suppose  .'•//  =  8,  les  valeurs  de  x  el  de  y  seronl  encore 
1rs  racines  de  l'équation  du  second  degré 
\  ■■■  -  pX  +  :■ 
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et  on  pourra  mettre  l'équation  (13)  sous  la  forme 

(14) 
#oSm  -+-  «i-sSffl_2  -+-  a2^2Sm_i  ■+-...  +  a>.^''S,n_2..  -f-  ...  +6  =  0. 

Les  fonctions  Sm,  S„,_2,  . . .  Sm-zi  -  ■  •  s'expriment  au  moyen 

de  p  et  de  z,  doue  l'équation  (14)  ne  renferme  que  la  seule 

111 
inconnue  z\  elle  est,  au  plus,  du  degré  — .  Le  système  (12)  peut 

donc  encore  se  ramener  au  second  degré  toutes  les  fois  quc?>i 
ne  dépasse  pas  5. 
Pour  m  —  5,  l'équation  (14)  devient 

o0Ss  +  aizSa  -+-  o2s2S1  +  6  =  o; 
ou 

°o(P5  —  5p3^  +  5/j;2)  +  atz(p3  —  3pz)  +  a2s2/j  +  b  =  o, 
et  en  ordonnant  par  rapport  à  z  : 

(5a0  —  3at  +  a^pz'1  —  (5a0  —  at)p3z  -+-  a0pr>  -+-  b  =  o. 

On  tirera  de  cette  équation  deux  valeurs  de  z,  réelles  ou 

imaginaires,  et  la  discussion  s'achèvera  comme  dans  l'exemple 

P2   , 
précèdent;  —  étant  compris  entre  les  racines  s  et  z',  ou  exté- 

4 

rieur  à  ces  racines,  selon  le  signe  de  la  quantité. 

(a0  -f-  ax  +  a2)p*  -+-  166. 
Du  reste,  le  système  (9)  n'est  qu'un  cas  particulier  du  sys- 
tème (12),  dans  lequel  ou  fait  : 

a,  =  a2  =  0       et      a0  =  1 
(nous  supposons  ici    m  =  5). 

10.  —  Résoudre  le  système 


lo 


(  a(\2  +  y2)  4-  bxy  +  c(x  +  y)  4-  d  =  o, 
l  a'(x2  4-  y2)  4-  b'xy  4-  c'(x  +  y)  4-  d  =  o. 
Ces  équations  élant  symétriques  par  rapport  à  x  et  y,  on 
posera  x  4-  y  —  p, 

xy  =-.  q, 
et  l'on  aura  x2  +  ?y2  —  p%  —  2 g. 

Par  suite,  le  système  (15)  devient  : 

(  ap2  +  (b  —  2a)q  4-  cp  4-  d  =  o 
(  ap2  4-  (b'  —  2d')q  4-  cp  4-  cl'  —  o. 
d'où  on  tire 

b  —  2a         ap*  +  cp  +  d 

b'  —  2a'       a'p2  4-  cp  4-  d'  ' 
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ce  qui  nous  conduit  à  une  équation  du  second  degré  en  p.  Mais. 
au  lieu  de  discuter  cette  équation  du  second  degré,  il  sera 
préférable  d'étudier  les  variations  de  la  fraction 

o/)2  -+-  cp  -f-  d 

dp%  +  c'p  -t-  d' 
ce  qui  permettra  de  reconnaître  les  conditions  de  réalité  des 
valeurs  de  p.  Ces  valeurs  trouvées,  on  aura  : 

o»2  +  cp  -+-  d 

9  =  Â — 

ia  —  b 

et  les  valeurs  de  x  et  de  y  seront  les  racines  de  l'équation 

X2  —  pX  +  q  =  o. 

11.  —  Les  applications  que  nous  venons  de  passer  en  revue, 
et  qu'il  serait  facile  de  multiplier,  suffisent  pour  montrer 
l'importance  des  fonctions  symétriques  qui  non  seulement 
donnent  une  méthode  élégante  et  facile  pour  résoudre  un 
grand  nombre  de  systèmes  d'équations  à  deux  inconnues, 
mais  encore  permettent  de  reconnaître,  a  priori,  si  ces  systèmes 
peuvent  dépendre  de  la  résolution  d'une  équation  du  second 
degré. 

Les  fonctions  symétriques  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'un 
grand  nombre  d'autres  applications,  et  nous  indiquerons 
encore  leur  usage  dans  la  résolution  des  équations  récipro- 
ques. 

12.  —  Prenons  uue  équation  dans  laquelle  les  coefficients 
des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de 
mêmes  signes;  elle  s'écrit: 

-'  +  I )  -f-  fl^x2"-1  -+-  x)  +  o,(052n-a  +  œ-)  4-  ...  +  anxn  =  o. 
En  divisant  tous  les  termes  par  xn,  elle  devient  : 


(17)  a  (ar+^+a/aT 


•^)+«a(sn-2+^ 

I 


Si  nous  posons  x 

comme  on  a  x  X  -  =  i. 

x 

nous  pourrons  regarder  x  et  -  comme  les  racines  de  l'équation 

OC 
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du  second  degré 

X2  -  zX  +  i  =  o, 
et,  d'après  la  formule  (5),  nous  aurons 
,.„.  i  n  n(n—3)      ,     n(n—  â)(n—  5)  „  . 

Xn  I  1.3  1.3.3 

Ainsi  toutes  les  parenthèses  de  l'équation  (17)  s'exprimeront 
rationnellement  en  z  et  la  résolution  de  l'équation  réciproque 
de  degré  3?;-  dépendra  de  la  résolution  d'une  équation  en  z  de 
degré  n,  formée  comme  nous  le  venons  de  le  voir. 


ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES    SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  llorel. 

(Suite,  voir  p.  00.) 


I.  —  Définitions  et  propriétés  générales. 

1,  —  Étant  donnés  un  point  fixe  F,  et  une  droite  fixe  lJDi, 
supposons  qu'un  point  M  se 
meuve  dans  le  plan  déterminé 
par  la  droite  DDt  et  par  le 
point  F,  de  façon  que,  si  d'une 
position  quelconque  du  point  M, 
j 'abaisse  une  perpendiculaire  Mm 

MF 

rur  la  droite  DD,,  le  rapport  r-r— 
ri        Mm 

soit  égal  à  un  nombre  donnéA;  . 
Le  point  M,  dans  ces  condi- 
tions, décrit  uue  certaine  ligne 
appelée  section  conique,  ou  plus 
simplement  uue  conique.  (Je  nom 
résulte  d'une  propriété  démon- 
trée plus  loin.  Fig.  i. 

Le  rapports  peut  être  inférieur,  égal  ou  supérieur  à  l'unité. 
Il  en  résulte,  pour  le  lieu  géométrique  du  point  M,  trois  formes 
très  distinctes  du  lieu,  formes  qui  prennent  chacune  un  nom 
différent. 
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Lorsque  le  rapport  k  est  inférieur  à  l'unité,  la  ligne  s'appelle 
ellipse.  C'est  une  parabole,  quand  le  rapport  est  égal  à  l'unité; 
enfin,  c'et  une  hyperbole,  si  le  rapport  /;  est  supérieur  à  l'unité. 

2.  —  Le  point  F  a  reçu  le  nom  de  foyer:  la  ligne  DDX  est  la 
directrice  correspondante.  Si,  du  foyer  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  la  directrice,  cette  ligne  estl'cre  delà  courbe.  Il 
est  facile  de  voir,  d'après  la  définition  même,  que  la  courbe 
est  "symétrique  par  rapport  à  cet  axe. 

La  droite  qui  joint  le  fc>3Ter  F  à  une  position  quelconque  du 
point  mobile  M  s'appelle  le  rayon  vecteur  du  point  M. 
Le  rapport  k  se  nomme  Yexc?nlridtè. 

3.  —  Si  k  =  r,  il  y  a  évidemment  un  point  de  la  courbe,  et 
un  seul,  sur  l'axe:  c'est  le  milieu  A  de  la  distance  du  foyer  F 
au  point  X.  où  l'axe  rencontre  la  directrice.  Le  point  A  est  un 
sonunet  de  la  courbe. 

Si  le  rapport  k  est  différent  de  l'unité,  il  est  possible  de  trou 
ver,  sur  l'axe,  deux  points  du  lieu.  En  effet,  on  sait  que,  sur 
une  droite,  il  y  a  toujours  deux  points,  tels  que  le  rapport  de 
leurs  distances  à  deux  points  fixes  F  et  X  pris  sur  cette  droite, 
soit  égal  à  un  rapport  donné,  différent  de  l'unité.  Je  donnerai 
encore  à  ces  deux  points  le  nom  de  sommets,  et  j'appellerai 
plus  particulièrement  axe  de  la  courbe  la  portion  de  la  droite 
FX  comprise  entre  ces  deux  points  A.  A'.  Le  milieu  de  ce 
segment  AA',  que  je  désignerai  par  0,  s'appellera  iecentre  de 
la  courbe;  et  je  dirai  alors  qu'une  conique  dans  laquelle 
l'excentricité  est  différente  de  l'unité,  est  une  conique  à  centre. 

4.  —  Nous  rappelons  que,  dans  une  courbe  quelconque,  pos- 
sédant un  axe,  on  nomme  ordonnée  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  sur  l'axe;  l'abscisseest  la  distance, comptée  sur  l'axe, 
entre  le  sommet  el  le  pied  de  l'ordonnée. 

La  tangentt  est  la  limite  des  positions  que  prend  une  sécante 
tournant  autour  d'un  de  ses  points  d'intersection  avec  la 
courbe,  jusqu'à  cequ'uu  point  voisin  d'intersection  vienne  8e 
>ndre  avec  le  précédent.  Ce  poinl  s'appelle  p  nnt  de  contact. 
La  perpendiculaire  à  la  tangente,  menée  par  le  point  de  con- 
tact, est  la  normale. 
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Si  I'od  prolonge  la  normale  et  la  tangente  jusqu'à  leur  ren- 
contre avec  l'axe,  et  que  l'on  mène  aussi  l'ordonnée  du  point 
de  contact,  la  partie  de  Taxe  comprise  entre  l'ordonnée  et 
la  normale  s'appelle  la  sous-normale  ;  la  partie  de  l'axe  com- 
prise entre  l'ordonnée  et  la  tangente  est  la  sous-tangcnte. 

5.  Théorème.  — Si  une  droite  MNP  rencontre  la  conique 
aux  points  M,  N,  et  la  directrice  au  point  P,  la  droite  FP  est 
également  inclinée  sur  les  rayons  vecteurs  FM  et  FN. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  j'abaisse,  du  point  M,  la  per- 
pendiculaire Mm,  et  du  point  N  la  perpendiculaire  Nn  sur  la 
directrice. 

Les  triangles  semblables  PN/i,  PMm,  donnent 
PN  _    Nn 
PM  ~  Mm' 
D'autre  part,  les  points  M  et  N  étant  sur  la  conique  ayant 
pour  foyer  le  point  F  et  pour  directrice  la  droite  DDj,  nous 

avons 

FN        FM 


Nu  "    Mm 


On  en  déduit 


Nn         FN  PN        FN 

Mm  ""  FM '  PM  "  FM  " 

Par  suite,  P  est  sur  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés 
par  les  deux  rayons  vecteurs  FM  et  FN. 

6.  Théorème.  —  Une  droite  ne  peut  rencontrer  une  conique 
eu  plus  de  deux  points. 

Soit,  en  effet,  une  droite  qui  rencontre  la  directrice  au 
point  P.  et  soit  N  un  des  points  où  elle  rencontre  la  conique; 
je  mène  la  ligne  FP,  et  la  ligne  FN.  Puis,  par  le  point  F,  je 
mène  une  droite  faisant,  avec  FP,  un  angle  égal  et  adjacent  à 
l'angle  NFP.  Il  n'y  a  qu'une  droite  remplissant  cette  condition, 
elle  rencontre  la  droite  PN  en  un  point  M  qui  appartient  à  la 
courbe;  car  on  a,  d'après  la  construction: 

PN        FN  PN        Nn 

PM  "~  FM  '  PM  ~  Mm ' 
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De  ces  deux  proportions,  on  déduit 
FM  _  FN 
Mm  ~  Wn~    ' 
et  le  point  M  est  sur  la  courbe. 

Inversement,  tout  point  situé  à  la  fois  sur  la  droite  et  sur 
la  courte  doit  être  tel  que  la  droite  qui  le  joint  au  point  F  et 
la  droite  FN  soient  également  inclinées  sur  FP.  Donc  cette 
ligne  n'est  autre  que  FM,  et,  par  suite,  le  point  N  est  confondu 
avec  M.  Il  en  résulte  que  la  ligne  PNM  ne  peut  rencontrer 
la  courbe  qu'aux  deux  points  M  et  N. 

(A  suivre.) 


SUR  UN  OUVRAGE  DE  CRELLE 

Par  M.  Vigarié. 


L'article  «  Grelle  ou  Brocard  »,  que  M.  Morel  a  récemment 
publié  dans  ce  journal,  appelle  de  nouveau  l'attention  sur  un 
petit  ouvrage  de  Grelle,  naguère  inconnu.  Ce  Mémoire  parait 
avoir  été  signalé  pour  la  première  fois  par  M.  0.  Krimmel, 
dans  une  notice  nécrologique  sur  Nagel,  parue  dans  la  Cor- 
respondenz-Blatt  de  1884,  puis  dans  les  programmes  scolaires 
de  Grimma  (1886)  et  de  Mulheim  (1889),  par  MM.  Uhlich  et 
Emmerich. 

Il  ne  reste  plus  que  de  rares  exemplaires  de  cet  ouvrage 
que  M.  Schlômilch  nous  reproche  si  amèrement  d'ignorer; 
et,  même  en  Allemagne,  il  est  à  peu  près  impossible  de  se  le 
procurer.  Nous  avons  pensé  qu'il  était  intéressant  de  faire 
connaître  exactement  ce  qu'il  contient  (*):  on  verra,  par  les 
courts  extraits  que  nous  allons  donner,  que  l'opuscule  de 
Grelle  a  une  importance  bien  moindre  que  celle  que  semble 
lui  attacher  M.  Schlômilch. 

L'ouvrage  de  Grelle  est  un  petit  livre  in-8°  imprimé  en 
lettres  gothiques,  de  64  pages,  suivies  de  deux  planches  con- 

•  Nous  remercions,  à  ce  propos,  M.  Emmerich  qui  ;>  bien  voulu  mettre 
gracieusement  à  notre  disposition,  pendant  linéiques  jours,  l'exemplaire 
qu'il  possède. 
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teuant  ensemble  i  i  figures;  il  est  divisé  en  37  paragraphes. 
En  voici  le  titre  exact  : 

Ueber  einige  Eigenschaflen  des  cbcnen  geradlinigen  Dreiecks 
riicksichtlich  dreier  durch  die  Winkel-Spitzen  gezogenen  geradcn 
Linien;  von  Dr.  Aug.  Lcop  Crelle,  konigl.  prussischem  Ober 
Bauralhe,  mil  2  Kup/lr- 
tafeln.  Berlin  1816.  In 
dcr  Maureschen  Buch- 
h  and  lu  n  g,  Poslslra&se, 
AV.  29. 

Crelle  considère  un 
triangle  ABC  et  trois 
droites  AD,  BE,CF  con- 
courant en  M;  il  pose 

BD  =  k,     CE  =  m, 

AF  =  n  ;  et  il  définit 
les  augles  comme  l'indique  la  figure   ci-contre. 

Les  trois  droites  AD,  BE,  GF  étant  concourantes,  on  a  : 

kmn  ,  /      ,w,        n/        \ 

— ; =  i,     ou    kmn  =  (a  —  ky  b  —  m)(c  —  n). 

(a  -  k){b  -  m)(c  -  n)  v 

En  évaluant  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  dernière 

formule,  au  moyen  des  angles  donnés,  on  trouve 

sin  (x  —  x)  sin  (3  —  y.)  sin  (y  —  v)  =  sin  x  sin  y.  sin  v. 

On  en  conclut 

kmn  (a  —  k)(b  —  m)(c  —  n) 


H 


') 


sin  x  sin  y.  sin  v        sin  (a  —  x)  sin  ((3  —  y.)  sin  (y 
ou  sin  (X  -f-  p)  sin  (y,  4-  y)  sin  (s  -+-  x) 

=  sin  (X  —  v)  sin  (v)  —  a)  sin  (s  —  6). 
Dans  le  ras  où    x  =  a  =  v,     la  formule  (i)  devient  : 
sin  (x  —  x)  sin  (S  —  x)  sin  (y  —  x)  =  sin3  a  . 
C'est  en  partant  de  cette  égalité  que  Crelle  arrive  par  des 
calculs  fort  longs,  aux  formules  : 

cotg  x  =  cotg  x  +  cotg  S  -t-  cotg  y» 
coséc2  x  ==  coséc2  a  -+-  coséc2  ,3  -+-  coséc2  y. 
Cette  manière  de  déterminer  la  valeur  de  l'angle  de  Brocard 
est  infiniment  moins  élégante  que  celles  qui  ont  été  données 
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34         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

ultérieurement;  particulièrement  par  M.  Brocard  et  dans  ce 

Journal  par  M.  Morel  (1883)  (*). 

Crelle  remarque,  en  outre,  que  la  droite  AD  divise  le  côté  BG 

dans  le  rapport  des  carrés  de  deux  des  côtés  du  triangle  (**). 

Cette  relation  se  trouve  d'ailleurs  dans  l'ouvrage  de  Crelle 

a  —  k       a2 

k~  ~  c*' 

Pour  construire  l'angle  de  Brocard,  Crelle  se  sert  de  la 

a  sin  3  sin  (2-  -  y) 

formule  :     tg  x  =  — : : — ; -» 

c  sin  y  —  a  sin  3  cos  (2-  —  y) 

ce  qui  le  conduit  à  la  construction  suivante  :  Prenons,  sur  CA, 

CN  =  AB  ;puis  abaissons  de  C  et  deNlesperpendiculairesCK 

et  NO  sur  AB  et  BC.  Portons  sur  CB  et  sur  AC  à  partir  du 

point  C,  les  longueurs  CL  et  CP  respectivement  égales  à  CK 

et  à  XO.  L'angle  en  P,  du  triangle  CPL.  est  l'angle  cherché. 

Enfin,  Crelle  vérifie  que  si  au  triangle  ABC,  on  circonscrit 
un  second  triangle  DFE  tel  que  EAB  =  DBC  =  FCÂ,  les  deux 
triangles  ABC,  DEF  ont  même  point  de  Brocard. 

Telles  sont,  sans  exception,  les  propriétés  données  par  Crelle 
sur  ce  sujet.  On  peut  les  comparer  avec  les  propositions,  si 
nombreuses  et  si  remarquables,  découvertes  par  M.  Brocard; 
et  l'on  comprendra  pourquoi,  en  bonne  justice,  le  nom  de  ce 
Géomètre  a  été  donné  aux  points  et  à  l'angle  en  question. 

Dans  le  reste  de  son  ouvrage,  Crelle  touche,  mais  très  légè- 
rement, aux  centres  isogones,  aux  points  inverses,  aux  points 
réciproques. 

{*)  On  trouvera  un  résumé  des  solutions  de  Crelle,  Jacobi,  Hoffmann, 
Brocard,  Morel...  dans  le  programme  scolaire  de  M.  Emmerich  :  Der  bro- 
cards he  Winkeldes  Dreiecks.  Mars,  1889. 

A  la  liste,  déjà  longue,  des  auteurs  qui  ont,  autrefois,  rencontré  l'angle  de 
Brocard,  il  convient  d"ajouter  le  Mémoire  suivant,  qui  nous  a  été  signale 
récemment  par  M.  Emmerich: 

l'inann.  —  Analytische  Enlivickelung  der  Sâtse  iïber  die  Transversalen 
und  merkwiïrdigen  Punkte  des  Dreieclcs  aus  allgemeinen  Prinsipien.  Kôln, 
Programm  des  kalhol.  Gytnnasiums. 
("i  Cette  formule,  et  les  formules  analogues,  font  connaître  les  coor- 
données barveentriques  des  points  de  Brocard.  Il  suffit  d'observer  que  l'on  a 
a  —  A •  _  AMC 

k      ~  AMB* 
Ces  formules  existent  d'ailleurs,  d'après  ce  que  nous  a  dit  M.  Vigarid 

dans  l'opuscule  de  Crelle.  G.  L. 
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Eu  résumé,  le  livre  de  Crelle  était  un  simple  recueil  de 
questions  élémentaires,  qui,  aux  yeux  même  de  son  auîeur, 
avaient  assez  peu  d'importance.  La  meilleure  preuve  de  ce 
fait,  c'est  que  Crelle  n'a  pas  parlé  de  ces  recherches  dans  la 
célèbre  publication  qu'il  fonda  quelques  années  plus  tard.  On 
peut  supposer  qu'il  l'aurait  fait,  s'il  eut  attaché  quelque  prix 
à  ses  propositions. 

Nous  ajouterons  encore  un  mot,  pour  préciser  notre  pensée 
sur  le  sujet  qui  a  motivé  la  ferme  et  digne  réponse  que 
M.  Morel  a  faite  à  l'article  de  M.  Schlomilch.  S'il  s'agissait, 
pour  mériter  de  donner  son  nom  à  certaines  propositions 
mathématiques,  d'avoir  été  le  premier  à  y  toucher,  sans  avoir 
soupçonné  d'ailleurs  leur  importance,  alors  il  faudrait  remon- 
ter jusqu'à  Euclide.  En  effet,  comme  nous  l'a  fait  remarquer 
M.  Tarry,  du  porisme  CLXXVI  (*),  on  peut  déduire  aisément 
quelques  propriétés  des  points  et  de  l'angle  de  Brocard. 

Le  porisme  en  question  correspond  à  l'énoncé  suivant  : 

Un  angle  de  grandeur  donnée  se  meut  de  manière  qu'un  de  ses 
col  es  passe  par  un  point  donné,  et  que  son  sommet  glisse  sur  une 
circonférence  de  cercle;  le  second  côté  rencontre  la  circonférence 
en  un  second  point  par  lequel  on  mène  une  droite  faisant  avec  ce 
côté  un  angle  égil  à  l'angle  mobile,  mais  dans  un  sens  contraire: 
cette  droite  passe  par  un  point  donné. 

(*)  La  remarque  faite  par  M.  Tany  est  ingénieuse;  elle  mériterait  d'être 
développée  et  M.  Vigarié  nous  a  donné,  sur  ce  sujet,  un  article  intéres- 
sant que  nous  publierons  prochainement. 

A  ce  propos,  je  signalerai  une  rectification  au  livre  des  porismes. 

Chasles  [loc.  cit.  p.  259)  signale  un  porisme  proposé  par  Simson  et  cor- 
respondant à  l'énoncé  suivant  : 

Si  de  deux  points  donnés  A,  B  on  mène  à  chaque  point  G  d'un  cercle  domicile 
position,  deux  droites  qui  rencontrent  le  cercle  en  deux  autres  points  D,  E,  la 
droite  DE  fera  un  angle  donné  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné,  ou 
sera  parallèle  à  une  droite  donnée  de  position,  ou  bien  passera  par  tin  point 
donné. 

Dans  le  langage  moderne,  C  étant  un  point  mobile  sur  le  cercle  donné, 
DE  passerait  par  un  point  fixe,  situé  à  distance  finie,  ou  infinie  ;  ce  qui  est 
manifestement  inexact. 

L'erreur  provient  bien  de  Simson,  comme  le  prouve  la  citation,  faite  par 
Chasles,  du  texte  latin  de  l'énoncé  en  question.  Chasles  ayant  rejeté  cet 
proposition  pour  d'autres  raisons,  ne  s'est  pas  aperçu  de  son  inexactitude. 

G.  I  . 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1880 

Mathématiqiies    élémentaires. 

Solution  par  M.  Camille  Birault,  élève  à  l'École  Centrale,  ancien  élève 
du  Iyce'e  Saint-Louis  (classe  de  M.  Launay).  —  Lor  prix.  —  Vétérans, 

Soient  a  et  b  (a  >  b)  les  rayons  de  deux  cercles  situés  dans  un 
même  plan  et  soit  d  la  distance  des  centres  A  et  B  de  ces  cercle-;. 

On  fait  mouvoir  une  portion  de  droite  PQ  de  longueur  1  de 
façon  que  X extrémité  P  reste  sur  la  circonférence  du  cercle  de 
rayon  a  cl  que  l'extrémité  Q  reste  sur  la  circonférence  du  cercle 
de  rayon  b.  Soient  pour  une  position  de  la  droite  PQ,  a  l'angle 
PAB  et  p  l'angle  QBX,  BX  étant  le  prolongement  de  AB  au  delà 
de  B  dans  le  sens  AB. 

Former  l'équation  qui  lie  les  angles  variables  y.  et  p  à  a,  b,  d,  1  et 
déduire  de  celte  équation  les  limites  entre  lesquelles  peuvent  varier 
chacun  des  angles  x  et  p. 

Discuter  le  problème  et  trouver,  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible,  les  conditions  que  doivent  remplir  les  données: 

/°  Pour  que  chacun  des  points  P  et  Q  puisse  parcourir  toute  la 
circonférence  sur  laquelle  il  se  meut; 

2'  Pour  que  l'un  de  ces  deux  points,  seul,  puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut  : 

■>'  Pour  que  chacun  des  deux  points  ne  puisse parcounr qu'une 
portion  de  circonférem 

i"  Pour  qu'une  droite,  de  longueur  1,  ne  puisse  être  placée  de 
façon  à  avoir  une  extrémité  sur  chacune  des  circonférences  données. 

Soient  PC  et  QD  les  perpendiculaires  abaissées  de  P  cl  Q 


-ni'  AB.  Par  le  point  Q.  je  mène  QE  parallèle  :-\  AI'»  jusqu'à  s;i 
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rencontre  en  E  avec  PC.  Dans  le  triangle  rectangle  PQE  ou  a 
PQ2  =  ËQ2  +  PE\ 

Or  EQ  =  proj0"  de  PQ  sur  AX,  le  contour  APQB  a  pour 
résultante  AB;  donc,  d'après  le  théorème  des  projections 

cl  =  pon  AP  4-  p0'1  PQ  4-  pon  QB, 
ou  (/  —  a  cos  7.  +  EQ  —  b  cos  p  ; 

doue  EQ  =  cl  —  a  cos  <x  4-  b  cos  (3. 

On  a 
PE  =  PC-QD      PC  =  asina      QD  =  b  sin  (*  -  p)  =  b  sin  p. 
donc  PE  =  a  sin  x  —  b  sin  p. 

La  relation  entre  <x  et  p  à  a,  b,  cl,  l  est  donc 

(1)  l*  =  (d  —  a  cos  %  4-  b  cos  p)2  4-  (a  sin  y.  —  b  sin  S)2. 
Cette  équation  est  générale,  en  y  regardant  x  et  p  comme 

des  arcs  pouvant  varier  de  o  à  2-,  ayant  comme  origine  le 
premier  le  point  F,  le  secon  1  le  point  G,  le  sens  positif  étant 
ie  sens  inverse  de  la  marche  des  aiguilles  d'une  montre. 

En  écrivant  tout  dans  le  second  membre  et  effectuant  les 
calculs,  la  relatiou  (l)  devient 

(2)  cl-  +  a~  -1-  b-  —  l2  —  lad  cos  y.  4-  2bd  cos  p 

—  icib  cos  y.  cos  p  —  206  sin  x  sin  p  =  o. 
Posant  d*  4-  a2  -+-  62  —  l-  =  2  A;2,  et  ordonnant  par  rapport  à 
sin  7.  et  cos  a,  on  a 

a{b  cos  p  -i-  d)  cos  oc  4-  a&  sin  p  sin  a  =  bd  cos  p  4-  &*. 
Je  remplace  cos  7.  et  sin  y.  par  leurs  expressions  en  fonction 
de  tg  y. 

t  tfr  oc 

a(b  cos  p  +  d  )  • -  4-  ab  sin  (3 


y/  1  4-  tg2  7.  ±  y   1  +  tg2  x 

=  M  cos  p  +  A2. 
les  signes  des  radicaux  se  correspondent. 

«(6  cos  p  -+-  (/)  +  a6  sin  (3  tg  a 
=   ±    (6rf  COS  fi  4-  A'2)         \/l    4-  tg2  7.. 

D'où  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  et  ordonnant 
par  rapport  à  tg  x, 

|  <r-h*-  sin-  p  —  (bd  cos  p  4-  A2)2]  tg2  x  4-  2«26  sin  p(6  cos  p  4-  tf)  tg  x 
—  (6(/  cos  p  4-  A2)2  4-  rt2{6  cos  fi  4-  f/)2  =  o. 

Pour  que  tg  7,  soit  réel  on  a  la  condition 
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a*62sia25(6cosf,+f/j2-[a262sin213-(6rfcos3+A-2)2][a2(6cos3+rf)a 

-  (bd  cos  p  +  A2)2]  >  o, 
a"-l)î  _|_  a»#  4-  2a2bd  cos  3  -  ô2d2  cos2£  —  2A2  M  cos  S  —  A»  >  o 
ou      62d2  cos-  p  +  26d  1  A2  —  a2)  cos  S  +  /,-*  —  a2b-  —  aW  <  o. 
On  a  dans  le  premier  membre  un  trinôme  en  cos  3.  Le  dis- 
créminant  de  ce  trinôme  est 

b-d\lr-  —  a-r  -  b-d2Jr  -  a2b2  -  a*d% 
ou  62(/2[-  2a2A2  4-  a1  +  a2b°-  +  aW) , 

ou  a26*d2/2,  quantité  essentiellement  posilive.  Le  trinôme  en 
cos  p,  égale  à  zéro,  a  donc  ses  racines  réelles;  le  coefficient 
de  cos2  p  étant  positif,  ce  trinôme  sera  négatif  pour  toutes  les 
valeurs  de  cos  8  comprises  entre  les  racines. 
Ces  racines  sont 

-  bi{k*  -  a2)  ±  abdl  _    -  (d2  +  62  -  a-  -  /2)  ±  2a/ 
¥d*  " 

La  racine  supérieure  est 
a2  +  /-  -  62  -  d%  +  2al 
M 
la  racine  inférieure 

ai  _,.  /2  _  52    _  ([i  _   2l 


ibd 

(a  + 

O2 

-  (62 

+  d*) 

2  M 

n 

>" 

0S 

-(62 

+  d') 

2bd  ibd 

Pour  que  tg  a  soit  réel  on  a  donc  les  conditions 

(a-/)2-(62+rf2)  (a  -+-  /i2  -  (62  +  rf2) 

— <  cos  p  <  -) , 

ild  20a 

ce  qui  donne  les  limites  entre  lesquelles  pourra  varier  cos  3 

et,  par  suite,  l'angle  p. 

Au  lieu  d'ordonner  la  relation  (2)par  rapporta  cos  xetsinx, 

on  aurait  pu  ordonner  par  rapport  à  cos  S  et  sin  p  :  on  aurait  eu 

une  expression  du  deuxième  degré  en  tgS.  Alors,  en  cherchant 

la  condition  de  réalité  de  Ig  (3,  on  aurait  eu  les  limites  entre 

lesquelles  peut  varier  cos  a.  On  peut  observer  que  la  relation  (2) 

ne  change  pas  en  y  remplaçant  p  par  a,  1.  par  p.  b  par  —  a, 

a  par  —  b.  Toutes  les  égalités  ou  inégalités  tirées  de  celte 

relati  stenl  donc  exactes  en  y  faisant  ers  substitutions. 

En  particulier,  les  dernières  inégalités  deviennent 

-  o»)  -  (b  4-  /)«  (<J«  +  a')  -  (b  -  lr 

• ; '   : » 
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ce  qui  donne  les  limites  entre  lesquelles  variera  cos  oc  et  par 
suite  l'angle  a. 

DISCUSSION 

I.  —  Conditions  pour  que  chacun  des  points  P  et  Q puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut. 

On  a  vu  que  cos  a  peut  varier  entre 

d2  4-  a»  -  (6  +  /)2  (d2  +  a2)  -  (b  -  ly 

et 


2ad  2ad 

Pour  que  le  point  P  puisse  parcourir  toute  la  circonférence 

A,  il  faut  que  cos  y.  puisse  prendre  toutes  les  valeurs  de  —  1  à 
4-  i. 

Or  cos  a  varie  toujours  entre  les  deux  limites  précédentes, 

il  faut  donc  que  la  limite  inférieure  soit  plus  petite  que  — 

et  que  la  limite  supérieure  soit  plus  grande  que  4-  i. 

n    A  ..        ■      cl*  +  o2  -  (b  +  iy 

On  doit  avoir <  —  i; 

d'où  (d  4-  a)2  —  (b  4-  ly  <  o, 

(b  +  /  -h  a  4-  d)(b  4-  l  -  a  —  d)  >  o. 
Le  premier  facteur  étant  positif,  on  a  la  condition 

(3)  b  4-  l  -  a  ■  -  d  >  o  ; 

rf2  4-  a2  -  {b  -  l)*  ^ 
de  plus,  : >  4-  i 

2rtf/ 

d'où  {d  -  a)2  -  {b  -  ly  >  o 

(4)  (d  -  a  -  6  +  /)(d  -  a  4-  b  -  l)  >  o. 
Les  limites  entre  lesquelles  peut  varier  cos  [3  sont 

(a  _  iy  _  (fc2  +  d«)  (a  +  /f  -  (fr2  4-  rf2)  > 

ibd  ibd 

Pour  que  le  point  Q  puisse  parcourir  toute  la  circonférence 

B,  il  faut  que  cos  p  puisse  prendre  toutes  les  valeurs  de  —  1  à 
4-  1,  d'où  les  deux  conditions  : 

(a  -  ly  -  (fr2  4-  d2) 

2bd  ^  ' 

ou  (a  -  ly  —  (b  —  dy  <  o, 

(5)  (6  -  d  +  a  -  l)(b  -  d  -  a  4-  /;  >  o  ; 

et    2°  v - — -^ ■  >  +  i, 
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ou  (a  4-  I)2  -  (b  +  cl)2  >  o, 

(a  -+■  l  +  b  -+-  t/)(a  +  /  —  b  —  d  >  o. 

Comme  lo  premier  facteur  est  positif,  ou  a  la  condition 

(6)  a  +  /  —  b  —  d  >  o, 

Dans  le  produit  (4)  le  second  facteur  sera  négatif,  en  vertu 
de  l'inégalité  (6),  donc  le  premier  le  sera  également;  d'oii  la 
condition 

(4')  a  +  b  —  l  —  d  >  o. 

La  condition  (o)  est  donc  vérifiée  d'elle-même,  les  deux 
facteurs  du  produit  étant  tous  les  deux  positifs. 

Il  reste  donc  les  trois  conditions  : 

(3)  b  +  l  -  a  -  d  >  o, 

(4')  a  -+-  b  —  l  —  d  >  o, 

(6)  a  +  l  —  b  -  d  >  o, 

Le  premier  membre  de  (3)  est 

l  -  d  -  (a  -  b); 
celui  de  (6)  est  l  —  d  +  (a  —  b). 

Gomme  a  —  b  est  positif,  la  première  quantité  est  inférieure 
à  la  seconde,  la  condition  (3)  comprend  donc  la  condition  (G); 
et  il  reste  les  deux  conditions 

(3)  b  +  l  —  a  —  d  >  o, 

(i')  a  +  6  —  l  —  d  >  o. 

II.  —  Conditions  pour  que  l'un  des  points  seul  puisse  parcourir 
toute  la  circonférence  sur  laquelle  il  se  meut. 

Cherchons  les  conditions  pour  que  le  point  Q  puisse  par- 
courir toute  la  circonférence  B,  le  point  1'  ne  parcourant  qu'une 
partie  de  A. 

Pour  que  le  point  Q  puisse  parcourir  toute  la  circonférence 
B,  on  doit  avoir 

(6)  a  -+•  l  —  b  —  d  >  o, 

!•">>  (b  —  d  -  a  +  t)(b  —  d  •+-  a  —  l)  >  o. 

Si  le  point  1'  ne  peut  parcourir  qu'une  portion  de  A,  c'est 
que  l'une  des  limites  de  cos  x  est  comprise  entre  —  i  et  •+•  i. 

Supposons  que  la  limite  inférieure  de  cos  v.  suit  comprise  de 
—  i  à  +  i. 

Ou  ,i  } '->-    r; 

2  ad 
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ou  (d  4  a)2  -  (b  +  /)*  >  o 

(d  +  a  +  6  +  /)(d  4-  «  —  b  —  l)  >  o, 
d'où  la  condition 

(7)  d  4-  a  —  b  —  /  >  o; 

d2  4-  a2  -  (b  4-  /)2 

et <   i, 

lad 

ou  {d  -  a)2  -  (b  +  O2  <  o 

(8)  (6  +  l  +  d  —  a)(6  +  l  —  d  +  a)  >  o. 
D'après  la  condition  (7),  le  premier  facteur  de  (5)  est  négatif; 

donc 

(5')  d  -  b  -  a   f-  l  >  o. 

D'après  (o/  d  +  l—  b  —  a  étant  positif,  a  fortiori  c l  ■+-  l  +  b 
—  a  sera  positif;  donc  le  second  facteur  de  (8)  sera  aussi 
positif,  d'où  la  condition 

(8')  6+/  —  d  +  a>  o. 

Or,  —  b  4-  /  —  d  ■+■  a  est  positif  d'après  (6),  donc  la  condi- 
tion (6)  comprend  (8'). 

Il  reste  les  trois  conditions 

(6)  a  4-  /  —  b  —  d  >  o, 
(.')')  d+l  —  a-b>o, 

(7)  d  -+-  a  —  b  —  l  >  o. 

La  discussion  serait  analogue  dans  le  cas  où  la  limite  supé- 
rieure de  cos  a  est  comprise  entre  —  i  et  4-  i. 

III.  —  Conditions  pour  que  chacun  des  deux  points  ne  puisse 
parcourir  qu'une  portion  de  la  circonférence. 

Ce  cas  se  présentera  quand  l'une  des  limites  de  cos  a  sera 
comprise  entre  —  i  et  4-  i,  en  même  temps  qu'une  des  limites 
de  cos  À  sera  comprise  entre  —  i  et  4-  i .  Il  se  subdivise  donc 
en  quatre  autres  :  supposons  que  ce  soit  la  limite  inférieure 
de  cos  a  qui  soit  comprise  entre  —  i  et  4-  i  et  que  ce  soit 
aussi  la  limite  inférieure  de  cos  p  qui  soit  comprise  entre  —  i 
et  4-  i. 

Pour  cos  x,  on  a  : 

(7)  d  4-  a  —  b  —  /  >  o, 

(8)  (6  +  l  4-  d  -  a)(b  4-  /  -  d  4-  a)  >  o. 
Pour  cos  p,  on  a 


iJ         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

(a  -  Vf  -  {¥  +  d") 

m >  -  !  ; 

20d 

d'où  (a  -  J)s  -  (6  -  d)2  >  o 

(9)  (a  -  Z  -  b  +  d)(a  -  /  +  6  -  d)  >  o 

(a  -  /)2  -  (62  +  rf2) 

et  ri <  »! 

20a 

d'où  (a  -  /)2  -  (6  +  d;2  <  o 

<  10)  (a  -  l  -  b  -  d){a  -  I  +  b  +  d)  <  o. 

D'après  l'inégalité  (7),  le  premier  facteur  de  (9)  est  positif, 
d'où 

(9)'  a  -  1+  b  -  d  >  o. 

Comme  a  —  l  -\-  b  —  d  est  positif,  a  fortiori  a  —  l  +  b  +  d 
est  positif,  donc 

(10)'  a  -  /  -  b  -  d  <  o. 

Dans  (8),  le  premier  facteur  sera  donc  positif;  ainsi 

(8)'  -  d  +  b  +  /  +  a  >  o. 

La  condition  (9')  comprend  la  condition  (8'),  il  reste  donc 
iinalement  les  conditions 

(10')  b  +  l  +  d  -  a  >  o 

(9')  a-  l  +  b  -  d>o 

(7)  </  -h  a  -  b  -  I  >  o. 

On  peut  observer  que  l'une  de  ces  conditions  exclut  l'autre 
et  qu'on  n'aura  jamais  que  deux  conditions. 

Supposons,  par  exemple,     /  4-  d  —  a  >  o. 

La  condition  b  -+-  (l  +  d  —  a)  >  o  sera  comprise  dans  la 
condition    b  —  (I  -+-  d  —  a)  >  o. 

Une  discussion  analogue,  concerni')'  les  tron  autres  cas, 
donnera  les  conditions  correspondaii  I  ù  c.  aeun  d'eux. 

IV.  —  Conditions  pour  qu'une  droite  de  longueur  1  ne  puisse,  être 
placée  de  façon  à  avoir  une  extrémité  sur  chacune  de.s  circonfé- 
rences données. 

Il  suffit  que  l'un  des  points, Q  par  exemple,  ne  puisse  occu- 
per  aucune  position  sur  la  circonférenc 

i  aura  lieu  soit  si  la  limite  inférieure  de  cos  •■  est  supé- 
rieure à  +  i ,  soit  si  la  limite  supérieure  de  cos  p  esl  inférieure 
à  —  i . 
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1°  Je  suppose 

(a  -  h2  -  (b2  +  d2) 
JTi >   +  i. 

On  eu  déduit      [a  —  I>2  —  (b  +  d)2  >  o, 

(a  —  l  —  b  —  d)(a  —  l  +  b  -+-  d)  >  o. 

Ce  qui  pourra  avoir  lieu  :  1°  si  les  deux  facteurs  sout  négatifs, 
et  dans  ce  cas  il  suffit  que  le  plus  grand  des  deux  soit  négatif; 
d'où 

(11)  a  —  f  +  b  -+-  d  <  o         l  >  a  -h  b  +  d, 

2°  si  les  deux  facteurs  sont  positifs,  et  il  suffit  alors  que  le 
plus  petit  soit  positif  d'où 

(12)  a  -  l  -  b  -  d  >  o  I  <  (a  -  b)  -  d. 
2°  Je  suppose 

(a  +  l)2  -  (b2  -+-  d2) 

Wd  <  "   '' 

(a  +  l)*  -  (b  -  d)2  <  o, 
(a  +  l  +  b  —  d){b  —  l  —  a  —  d)  >  o, 
ce  qui  aura  lieu,  soit  en  supposant 

(13)  b  -  d  -  a  -  l  >  o,        l  <  (b  -  a)  -  d, 
soit  si  l'on  a 

(14)  a  +  l  +  b  —  d  <  o        l  <  d  —  (a  +  b). 
Comme  b  —  a  est  négatif,  la  condition  (13)  ne  peut  être 

jamais  remplie,  il  ne  reste  que  les  trois  conditions  (11),  (12) 
et  (14). 

Une  des  conditions  exclura  toujours  l'autre. 

Circonférences  extérieures.  —  On  a  d  >  a  -+-  b,  la  condition 
(14)  est  donc  possible. 

Comme  tf surpassea,  la  condition  ^12)  est  impossible.  On  ne 
pourra  donc  pas  placer  la  longueur/,  si  l'on  al>a+b  +  rfousi 
/  <d  -  (a  +  6). 

Circonférences  sécantes.  —  Comme  l'on  a  d  <  a  +  b,  la  con- 
dition (14)  n'a  jamais  lieu,  comme  d~> a  —  b,  la  condition  (12) 
n'a  également  jamais  lieu.  On  ne  peut  donc  placer  la  longueur 
/  que  dans  le  cas  où  l  surpasse  a  -+-  b  +  d. 

Circonférences  intérieures.  —  L'inégalité  (14;  ne  peut  avoir 
lieu,  mais  comme  d  <  (a  —  6),  l'inégalité  (12)  peut  être  véri- 
fiée. Dans  ce  cas,  on  ne  pourra  pas  placer  la  longueur  /  si 
l'on  a  l  <  a  —  b  —  d        ou        l  >  a  +  b    +  d. 


44         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Ces  résultats  sont  évidents  géométriquement. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

Soit  P  une  position  particulière  de  l'extrémité  qui  se  déplace 
sur  la  circonférence  A. 

Pour  avoir  la  position  du  point  Q  sur  B,  correspondant  à 
cette  position  du  point  P,  du  point  P  comme  centre,  avec  une 

ouvert  u  r  e 
de  compas 
égale  à  /,  on 
décrit  une 
circonféren- 
ce. Elle  cou- 
pe la  circon- 
férence Ben 
deux  points 
Q  et  Q,  qui 
donnent  pour  la  droite  deux  positions  PQ  et  PQ^ 

Pour  que  la  circonférence  décrite  de  P  coupe  la  circonfé- 
rence B,  il  faut  supposer  /  >  PK  et  /  <  PH. 
La  première  condition  équivaut  à 

/  >  PB  -  b.  d'oii  PB  <  /  +  b. 

La  deuxième  condition  peut  également  s'écrire 

/  <  PB  -+-  b,  d'où  PB  >  l  -  b. 

Ceci  montre  que  le  point  P  sera  à  l'intérieur  de  la  circon- 
férence décrite  de  B  comme  centre  avec,  b  +  I  comme  rayon 
mais  qu'il  est  extérieur  à  la  circonfér  ne  \   écrite  de  B  comme 
centre  avec  /  —  b  comme  rayon. 
De  même,  si  du  point  A.  comme  centre,  avec  a  -+-  l  comme 

rayon,  on  décrit  une  cir- 
conférence, le  point  Q  sera 
à  l'intérieur  de  cette  cir- 
conférence taudis  qu'il 
sera  extérieur  à  la  cii con- 
férence décrite  de  A  avec 
/  —  a  comme  rayon. 
Pour  construire  géométriquement  les  portions  de  chacune 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES         i-'i 

des  circonférences  sur  lesquelles  les  extrémités  de  la  droite 
pourront  se  déplacer,  on  construira  donc  les  deux  circonfé- 
rences de  centre  B,  l'arc  MN  de  la  circonférence  donnée,  de 
centre  A,  compris  à  l'intérieur  de  cette  portion  annulaire  sera 
parcouru  par  le  point  P. 

On  décrira  les  deux  circonférences  de  centre  A.  La  portion 
MtN,  delà  circonférence  B  comprise  entre  ces  deux  circonfé- 
rences sera  celle  sur  laquelle  l'extrémité  Q  se  déplacera. 

On  pourrait  donc  refaire  la  discussion  précédente  en  s'ap- 
puyant  sur  cette  construction  Rechercher  les  conditions  entre  les 
données  pour  que  P  puisse  parcourir  toute  la  circonférence  A  ;  et 
Q, toute  la  circonférence  B;  par  exemple,  reviendrait  à  chercher 
les  conditions  pour  que  chacune  des  circonférences  données 
soit  comprise,  tout  entière,  entre  les  deux  circonférences 
auxiliaires  décrites  du   centre  de   l'autre    circonférence   (*). 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 

CESSION  DE  JUILLET  1889) 


PARIS 

1.  —  Si  l'arête  latérale  d'un  tronc  de  cône  est  égale  à  la  somme  des 
rayons  des  bases,  le  volume  du  tronc  de  cône  a  pour  mesure  la  surface 

totale  multipliée  par  le  -  de  la  hauteur. 

2.  —  Discuter  l'équation  : 

cos2  x  --  2m  cos  x  -t-  4»t'2  -f-  im  —  1=0, 
suivant  les  différentes  valeurs  de  m. 


1.  —  x  et  y  étant  deux  quantités  positives  dont  la  somme  est  donnée, 
dans  quel  cas  le  proiuit  xmy  est-ii  maximum?  —  Chercher,  comme 
application,  le  cône  de  révolution  inscrit  a  une  sphère  donnée  ayant  le 
volume  maximum.  On  prenira  comme  inconnue  la  hauteur  du  cône. 

2.  —  Expliquer  l'épure  donnant  l'intersection  de  deux  plans  PetQ,  en 
supposant  le  plan  P  déterminé  par  ses  traces  et  le  plan  Q  déterminé  par 
la  ligne  de  terre  et  un  point  [a,  a). 

A  propos  de  cette  question  qui  touche  à  la  théorie  du  parallélogramme 
de  Watt,  on  pourra  consulter  les  Nouvelles  Annales  1848,  p.  65.  et  1850, 
p.  143.  G.  L. 
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1.  —  Étant  donné  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  égal  à  2R,  détermi- 
ne, sur  la  circonférence,  un  point  M  tel  que  MA  —  AMB  =  3R,  /.•  dési- 
gnant une  constante  donnée  positive  ou  négative.  —  Discussion. 

2.  —  Démontrer  que  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide  peuvent  se 
réduire  à  deux,  dont  une  passe  par  un  point  arbitrairement  choisi. 


1.  —  Étant  donné  un  trapèze  isoscèle  ABCD.  on  le  fait  tourner  autour 
de  sa  médiane  Hi.  Calculer  le  rapport  du  volume  engendré  par  le  trapèze 
HBGI  à  la  somme  des  volumes  engendrés  par  les  triangles  HBO  et  OGI. 
—  On  posera  CD  =  2a,  AB  =  26,  HI  —  h.  —  Étant  donnée  la  base  a, 
quelle  doit  être  la  valeur  de  la  base  b  pour  que  le  rapport  calculé  ait  une 
valeur  donnée  m  ? 

2.  —  Travail  d'une  force  constante. 


x  —  a 

1.  —  Pour  quelle  valeur  de  a  l'expression  — a-t-elle  un 

H  r  x-  —  3x  +  2 

maximum  et  un  minimum? 

2.  —  Calculer  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  de  Mercure  en  prenant  pour 
unité  de  longueur  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  terrestre.  On  sait  que  la 
durée  de  la  révolution  de  Mercure  autour  du  soleil  est  de  88  jours  moyens 


QUESTION  230 

Solution  par  M.  A.  Boltin,  professeur  au  Collège  de  Courdemancbe. 


Démontrer  que,  dans  tout  triangle  ABC,  les  milieux  des  droites 
qui  joignent  deux  à  deux  le  point  de  Xagel  et  ses  points  algébri- 
quement adjoints,  dons  le  triangle  anticomplémentaire,  sont  six 
points  d'une  même  circonférence,  qui  passe  par  les  sommets  du 
triangle  obtenu  en  menant  par  les  sommets  de  ABC  des  parallèles 
aux  côtés  opposés.  (E.  Vigarié.) 

Soient  A^Cj  le  triangle  obtenu  eu  meuaut  par  A.,B,G  des 
parallèles  aux  cotés  opposés;  et  A, !!(.'.,  le  triaogle  qui  a  pour 
sommets  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  à  A1BlG1.  Soit  Y 
le  poiut  Je  Xagel  de  ABC. 

Il  résulte,  de  théorèmes  connus,  que  : 
1°  V  est  le  centre  du  cercle  inscrit  à  A^C,  ; 
i  est  par  suite  l'orthocentre  de  AI: 
.  .i;.1      sont  les  points  algébriquement  adjoints  de  N 
dans  le  triangle  AJ'^C,. 
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Les  six  points  considérés  dans  l'énoncé  sont  donc  dans  le 
triangle  A2B,C2,  les  milieux  des  côtés  et  les  milieux  des 
droites  qui  joignent  l'orthoeentre  V  aux  sommets;  en  outre, 
A4,  B,.  Ct  sont,  dans  ce  triangle,  les  pieds  des  hauteurs.  Ces 
neuf  points  sont  donc  sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
A9B,C,. 


QUESTION  80(1 

Solution  par  M.  B.  J.  Sollertinsky.  à  Gatschina. 


Dans  un  triangle  ABC  mener  deux  transversales  réciproques 
parallèles  respectivement:  l'une,  à  une  direction  donnée;  l'autre, 
à  une  autre  direction  donnée.  (E.  Lemoine.) 

Menons  AA',  BB',  parallèles  à  une  direction  donnée  A',  et 
CC"  parallèle  à  A".  CC"  coupe  AA',BB"respectivt  ment  en  D,E. 
Soient  M,  M'  les  milieux  de  BC,  CA  et  J  le  point  de  rencontre 
des  droites  EM„,  DM(J.  Les  droites  JR',  JR",  respectivement 
parallèles  aux  directions  A',  A",  sont  les  réciproques  cher- 
chées. 

En  effet,  si  30',  JR"  coupeut  BC  en  R',  R'  on  a 
R'M  =  R"M, 
puisque  M  est  le  centre  d'homothétie  des  triangles  y'R'R", 
EBC,  etc. 

Corollaire.  —  Puisque  JR',  JR"  sont  les  réciproques,  la 
droite  JM"  doit  passer  par  l'intersection  de  leurs  parallèles 
menées  par  AB.  On  retrouve  ainsi  ce  théorème  connu  : 

Si  l'on  construit  sur  les  cotés  d'un  triangle,  comme  diagonale*, 
trois  parallélogrammes,  ayant  leurs  côtés  parallèles  à  deux  direc- 
tions données,  trois  autres  diagonales  concourent  en  un  même  point. 

En  considérant  la  perspective  de  cette  figure  sur  un  plan 
quelconque,  non  parallèle  aux  directions  données,  et  en  dési- 
gnont  par  PQ  les  points  de  fuite  de  ces  directions,  on  retrouve 
une  propriété  donnée  par  M.  d'Ocagne  (J.  c.  1888,  p.  u2i-2). 
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On  considère  un  triangle  ABC  et  deux  points  P,  Q.  Les  points 
P,  Q  forment,  avec  deux  quelconques  des  sommets  du  triangle, 
un  quadrilatère  complet  ayant  pour  diagonale  la  droite  PQ  et  le 
côté  du  triangle  qui  joint  les  sommets  considères.  Les  troisièmes 
diagonales  de  ces  quadrilatères  complets  sont  concourantes. 

Nota.  —  Solution  analytique  par  M.  A.  Boutin. 

Nous  ferons  observer  que  les  problèmes  relatifs  aux  transversales  ré- 
ciproques peuvent  être  résolus  d'une  façon  méthodique  en  observant  que  : 
si  deux  droites  8,  o  sont  transversales  réciproques  dans  le  plan  du  tri- 
angle ABC,  Tune  d'elles  (arbitrairement  choisie)  est  parallèle  aux  dia- 
mètres de  la  parabole,  inscrite  au  quadrilatère  complet  formé  par  les  côtés 
du  triangle  ABC  et  par  la  seconde  transversale 

Mais  cette  considération  ne  conduit  pas  toujours  au  résultat,  par  la 
voie  la  plus  simple,  comme  le  prouve  l'élégante  solution  de  M.  Soller- 
tinskv.  G.  !.. 


QUESTION  PROPOSÉE 


353.  —  Soient  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
ABC;  K  le  point  de  Lemoine;  a,  S.  y,  a  les  inclinaisons  des 
droites  OA,  OB,  OC,  OK  sur  un  axe  quelconque.  On  a 

sin  (y.  —  1)  sin2  -  (S  —  v)  +  sin  (S  —  1)  sin2  -  (v  —  y.) 

2      '  l  2 

•       /  -  V      •  l    ,  s 

+  sin  (y  —  />)  sin2  -  (a  —  $)  —  o. 

Trouver  les  relations  analogues:  K  représentant  l'ortho- 
eentre,  ou  le  centre  de  gravité,  ou  le  centre  du  cercle  inscrit. 

(Neuberg.) 

Nota.  —  Comme  nous  le  fait  observer  M.  B.  Sollertinski,  la  question 
351 ,  énoncée  dans  le  précédent  numéro,  coïncide  avec  la  première  partie 
de  la  question  150  proposée  autrefois  par  M.  Neuberg  (Mathesis,  lssJ. 
p.  I  'h   et  résolue  dans  ce  même  journal,  1883,  p.  80. 

D'après  ce  renseignement,  il  ne  sera  pas  inséré  de  solution  de  cette 
question.  G.  L. 


l  e  Dir<  cteur-gérant, 

<;.  de  LONGCHAMPS. 


[MPR1MERU    M-.:  IBMINS  DE  FER.  —  IMPR1MBRI 

2U,  BOT  HBROKItE,  PAltl^.  —  1  118-8-90. 
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SUR    LE    PENTAGONE    REGULIER 

Par  M.  «I.  Cernesson,  professeur  au  Lycée  de  Sen?i 


EXPRESSION    DIRECTE  DU  COTÉ  DU  PENTAGONE  REGULIER,  EN  FONCTION 
DU  RAYON  R  DU  CERCLE  CIRCONSCiîlT. 

1.  —  Proposons-nous  d'abord  la  question  suivante  : 

Connaissant  le  rayon  R  d'un  cercle,  la  longueur  a  d'une  corde, 
fn Indcr  la  longueur  x  de  la  corde  qui  sous-tend  l'arc  triple  de 

l'arc  sous- tendu  par  a. 


Fig.  /. 

Soient  AB  =  a  la  corde  donnée.  Inscrivons  deux  cordes 
égales  à  a,  BC  et  CD. 

Traçons  BO,  CO,  qui  coupent  respectivement  AD  en  I  et 
en  K. 

Les  triangles  semblables  BOC,  IOK,  ABI  donnent 


(!) 

(2) 
d'où 

(3) 


IK        01 

V=fT 

BI        IK  m 

ô" :  "  ÔT ; 


BI 
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ite,  successive 
01  =  R  -  BI 


On  trouve  ensuite,  successivement: 

Ra  -  cr 


R       7 
puis,  à  l'aide  de  (h. 

__        a(R*-a») 
K=— Ri 

Finalement  a;  =  AD  —  2a  +  IK  =  2a  -\ —     — , 

et,  par  conséquent. 

3aR2  -  as 

(4)  -=      -^ 

2.  —  Cela  posé,  soit  ABCDEl'un  quelconque  des  deux  pen- 
tagones réguliers  inscrits  dans  le  cercle  0  de  rayon  R. 

Soit  AB  =  a. 

L'expression  de  la  diagonale  AD  qui  sous-teud  un  arc  AE1). 
double  de  l'arc  AE,  est  connue  : 

(5)  AU2  =  -i±— 

Mais  AD   peut  être  considéré  connue  sous-tendaut  un   arc 

triple  de  AB,  et  la  formule  (4)  donne 

(6)  AD2  =  -<-__ L. 

Fgalaut  ces  deux  expressions  de  AD2,  on  a  : 
aV-iR»  -  «*)  _  a'2(3Ra  -  «'V-  . 
R1-  ~~ R* 

d'où,  en  réduisant  : 

(7)  "l  -  5R*as  -t-  5R«  =    0. 

Les  racines  positives  de  cette  équation  sonl  les  expressions 
des  cotés  des  deux  pentagones; 

Ry/io  -  2y/5 


n   — 


Ry/io  +  2y/5 
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THEOREMES  SUR  LES  TRANSVERSALES 

Par  M.  K.  Lauvernaj,  professeur  au  Lycée  de  Caen. 
(Suite,  voir  p.  11.) 


Le  théorème  général  précédent  donne  lieu  par  l'inversion, 
en  prenant  le  point  0  pour  centre  d'inversion,  à  la  propriété 
suivante  : 

Propriété  générale.  --  Si,  d'un  point  quelconque  0  du 
plan  d'un  polygone,  on  abaisse  les  perpendiculaires  sur  les  côtés, 
et  que  l'on  prenne,  sur  chacune,  le  point  w(l  tel  que 

Ooja  —  K  .  a, 
K  étant  un  nombre  quelconque,  les  circonférences  décrites  sur 
Oco„,  Ooj;,,...  comme  diamètres,  sont  telles  que  si  l'on  mène,  par  le 
point  0,  une  transversale  arbitraire,  la  tomme  algébrique  des 
cordes,  ainsi  déterminées  sur  cette  transversale,  est  nulle. 

En  effet,  d'après  l'inversion,  on  a  : 

OA'OA"  =  a.  Oco„  =  Kaa'; 

donc  K  —  =  OA", 

y. 

par  suite  2(0A")  =  o. 

Dans  certains  cas  particuliers,  cet  énoncé  prend  encore  une 
l'orme  plus  simple.  Par  exemple,  si  0  est  le  centre  de  gravité 
du  triangle  ABC,  et  si  de  ce  point,  comme  centre,  on  décrit 
une  circonférence  quelconque,  les  trois  circonférences  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  et  les  deux  points  de  rencontre 
(réels  ou  imaginaires)  de  cette  circonférence  avec  chaque 
côté,  sont  telles,  que  si  l'on  mène,  par  le  centre  de  gravité, 
une  droite  quelconque,  la  somme  algébrique  des  trois  cordes, 
ainsi  déterminées  sur  cette  transversale,  est  nulle. 

Théorème  II.  —  Si,  par  un  point  quelconque  0  du  plan 
d'un  triangle, on  mène  une  transversale  arbitraire  A'C'B',  on  a  la 


q>  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMBKTAIRKS 

relation 

a  a'  bb'  ce 

bV'  +  c^  +  a^F  =  °' 

a.  a'  b....  désignant  les  cléments  précédemment  considérés;^", 

h",  c"  étant  les  distances  algébriques  des  trois  sommets  du  triangle 

à  cette  transversale. 

Par  le  point  0,  menons  OMN  parallèle  au  côté  BC.  M.  N 
étant  les  points  de  rencontre  avec  AB.  AC,  on  a  : 

OM        tr.  OAM       AM  (-  c  )  __  -  AB.c'        -  ce 
<>N    "  tr.  OAN  "     "AN. b'  ~KcM~         b.b' 

Or,  si  l'on  prolonge  AO  jusqu'à  sa   rencontre  en  I  avec  BU, 
et  qu'on  abaisse  IK  perpendiculaire  sur  la  transversale,  ou  a 
OM  _  IB  _  IK  -  (-  b")       IK  +  b" 
ON  ~  ÏG  ~       IK  4-  e"      '"  IK  -Te7' ? 
donc  &&'VIK  +  b")  =  -  cc'(IK  +  c") 

ou 
(1)  bb'b"  4-  ec'c"  +  Ui(bb'  4-  ce')  =  o. 

Les  triangles  semblables  OAE,  OIK  donnent  : 
I K       10         a  aa 

Tr    "  OÂ  ~  ÂH  =  a.  AH'  ' 
AH'  étaut  la  perpendiculaire  sur  MN. 
D'autre  part,  d'après  l'expression  de  l'aire  du  triangle,  on  a: 

"  AH'  =  -  (ha  -  HH')  =  ABC  -  OBC 

2  2 

PAC  -  PBO  =  OAC  -  OAB  =  b°  ~*~  CC  . 

P  étant  le  poiul  de  rencontre  de  OC  avec  le  côté  AB.  Bouc  : 
IK  aa' 

a"         bb'   + 
et,  par  substitution  dans  la  relation  il  . 

bb'b'  4-  cc'c"  4-  aa'a'  =  o,  i    q.  i.  d. 

lu  raisonnement  analoguo  à  relui  qui  a  été  fait  ci-dessus, 
permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  général.  —  Si,  par  un  point  quelconque  Odu 

//luit  d'un  y'"/.'/.'/'""',  on  mène  une  transversale  quelconque,  on  <>  in 
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relation  £(^)    =  o; 

a",  b"  étant  les  distances  a /(/('briques  des  extrémités  du  côté  a  à  ta 
transversale;  b",  c"  celles  des  extrémités  du  côté  consécitli/'b  à  cette 
même  transversale,  etc. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  li.   Et<- h <'/<-<•  Si. 


Le  théorème  indiqué  par  M.  Lauvernay  (:;:)  peut  être  eousi- 
déré  comme  étant  un  cas  particulier  de  cette  proposition 
générale  : 

Théorème.  —  Soient  a,  b,  c,  ...  1  les  longueurs  des  côtés  suc- 
cessifs d'un  polygone  ABC  ...  L  de  n  côtés,  et  0„,  O,,,  Oc  ...  0/  n 
points  quelconques,  correspondant  à  chacun  de  ces  côtés.  Si,  par 
ces  points,  on  mène  des  parallèles  0„w„,  0,,to,„  .  .  0(w,  à  une  même 
direction  arbitraire,  limitées  aux  côtés  correspondants  du  poly- 
gone, on  a  : 

ap„        bph  lp, 

! +    .  .  .  H —  =  O. 

■j.  p  A 

Nota.  — pa,  pb,  ...  p,  désignent  les  distances  des  points  0„, 
0/,,  ...  0;  aux  côtés  AB,  BC,  ...  du  polygone,  avec  la  conven- 
tion ordinaire  des  signes;  et  a,  p,  ...  À  les  longueurs  algé- 
briques de  0„('>„,  Oi,e>, Op<i)p. 

/"  Cas  du  triangle. 

Soient  A'.  B',  G',  Oa,  0],,  0',  les  points,  oii  les  parallèles, 
menées  par  les  sommets  du  triangle  et  par  les  trois  points 
considérés,  coupent  une  droite  xy  perpendiculaire  à  leur 
direction.  On  a  : 

apB  =  -  a(0'ak'  -+-  0'„ M'i, 

bpb  =  p(0;B'  +  OiC), 

cPc  =  Y(o;.A'  -  o;co, 

'   Voir  Journal^  p.  1 1. 


o4 
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d'où  : 

"i'jl  +  bh  +  cii=  au  -  au  +  bu  -  b'o:,  +  co;  -  cor 

7.  P 

=  o;,o',  -  o;,o;,  -  o;,o;  =  o. 


;■"  Généralisation. 

Supposons  la  propriété  vraie  pour  un  polygone  ABC...L 
de  n  côtés  ei  démontrons  qu'elle  subsiste  pour  un  polygone 
ABC. .  .LM  de  n  +  i  côtés. 

On  a  : 

II)  +  . . .  -+-  —  -+•  -f-  =  o. 

«  ?  7. 

Prolongeons  0((d  jusqu'à  son  point  de  recontre  uj»,  avecLH; 

menons  par  un  point  quelconque,  0m,  une  parallèle  Omwm  .1 
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O,co/,  limitée  au  côté  MA;  désignons  enfin,  par  l\  m  les  côtés 
LM,  MA;  par  À',  u.,  les  longueurs  algébriques  de  O/co/',  0,„o>„,  : 
et  par  pr,  pm  les  distances  des  points  0,,  Om  aux  côtés  LM,  MA . 

Le  triangle  LMA  donne  : 


(2) 


l'p, 


+ 


mp, 


ï" 


Ajoutant  (1)  et  (2),  il  vient 
apa  kpk 

h    ...    H 


l'Pl 


mp, 


—  o. 


On  observera  que  la  marche  adoptée  dans  les  démonstrations 
précédentes,  est 
analogue  à  celle 
qu'asuivieM.Lau- 
vernay.  On  peut 
d'ailleurs,  en  uti- 
lisant ce  théorè- 
me, arriver  très 
rapidement  au  ré- 
sultat.Ilsuflîtd'ob- 
server  que,  en  dé- 
signant, pour  un 
point  quelconque 
du  plan,  par  p'a, 
■/    les     quantités 

analogues  à  p„  et  a  correspondant  au  point  0„,  on  a  :  —  = 


Pa 


ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES    SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  llorel. 

■  Suite,  voir  p.  29.) 


7.  —  On  peut  donner,  de  cet  important  théorème,  une  autre 
démonstration,  en  partant  de  la  considération  d'un  cercle 
particulier,  lié  au  foyer  et  à  la  directrice  de  la  conique  don- 
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née,  cercle  que  j'appellerai  cercle  excentrique.  Ce  cercle  est 
défini  de  la  façon  suivante  : 

Je  prends,  dans  le  plan  de  la  courbe,  un  point  quelconque 
E;  de  ce  point  E,  je  mène  à  la  directrice  la  perpendiculaire 
EZ;  et,  du  point  E  comme  centre,  je  décris  un  cercle  dont  le 
rayon  est  R"EZ  ;  ce  cercle  est  le  cercle  excentrique,  corres- 
pondant au  point  considéré  E. 

Les  propriétés  de  ce  cercle  forment  la  hase  du  traité  de  Bos- 


Fig.  i. 


covich,  publié  à  Venise  ea  1757,  dans  ses  Elementa  universœ 
Matheseos,  sous  le  titre  :  Sectionum  conicarum  elementa,  nova 
quodam  methodo  concinnata. 

Ce  cercle  a  été  employé,  u  nouveau,  par  M.  Ch.  Taylor,  dans 
un  ouvrage  publié,  en  1881,  à  Cambridge,  sous  Le  titre:  An 
introduction  to  the  anoient  and  modéra  geometry  of  conics.  I  'est 
à  cet  auteur  qu'est  empruntée  la  dénomination  de  cercle 
excentrique  du  point  E. 

Gela  posé,  consî lierons  une  section  conique, une  droite  MNR, 
rencontrant  la  courbe  au  point  N,  et  la  direction  au  point  H; 
traçons  FR  et  prenons,  sur  NR,  un  point  quelconque  E; 
menons  EZ  perpendiculaire  a  la  directrice. 
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Ensuite,  je  joins  le  point  F  au  point  N,  et  par  le  point  E 
je  mène  EP  parallèle  à  FN;  enfin  je  mèneN/i  perpendiculaire 
à  la  directrice. 
Les  deux  triangles  REP,  RNF  sont  semblables,  et  donnent 
EF  _  RE 
NF  ~  NR* 
D'autre  part,  les  triangles  REZ,  RNn  donnent  aussi 
EZ  _  RE 
Nn  ~  RN* 

n        a  EP       NF       i- 

Onadonc  —  =  -  =  A. 

Ainsi,  le  point  P  se  trouve  sur  le  cercle  excentrique  du  pointE. 
Il  est  aussi  sur  la  droite  FR.  Par  conséquent,  à  chaque  point 
de  rencontre  de  la  conique  avec  la  droite  RN,  qui  coupe  la 
directrice  au  point  R,  correspond  un  point  de  rencontre  de  la 
droite  FR  avec  le  cercle  excentrique  d'un  point  quelconque 
de  la  droite  RN. 

Or,  une  droite  telle  que  FR  ne  peut  rencontrer  un  cercle 
qu'en  deux  points.  Donc  la  droite  RN  ne  peut  rencontrer  la 
conique  qu'en  deux  points. 

8.  Remarque.  —  La  considération  du  cercle  excentrique  du 
point  E  permet  d'établir  le  premier  théorème  énoncé. 

En  effet,  le  cercle  excentrique  du  point  E  rencontre  FR  en 
deux  points  P  et  Q,  et  les  angles  EPR,  EQF  sont  égaux, 
comme  angles  extérieurs  à  la  base  d'un  triangle  isoscèle.  Donc, 
FM  et  FN  étant  respectivement  parallèles  à  EP  et  à  EQ,  les 
rayons  vecteurs  des  points  M  et  N  sont  également  inclinés 
sur  FR. 

9.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  section 
conique  rencontre  la  directrice  en  un  point  R;  l'angle  MFR  est 
droit. 

En  effet,  si  les  deux  points  M  et  N  sont  confondus,  il  en  est 
de  même  des  deux  points  P  et  Q;  dans  ce  cas,  la  droite  FR 
étant  tangenle  au  cercle  excentrique  du  point  E,  le  rayon  ES 
est  perpendiculaire  à  FR  ;  il  en  est  donc  de  même  de  FM,  qui 
est  parallèle  à  ES. 
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10.  Théorème.  —  D'un  point  donné,  on  ne  peut  pas  mené)' 
plus  de  deux  tangentes  à  une  conique. 

Soit,  en  effet,le  point  donné  P;  et  soit  PM  une  tangente,  qui 
rencontre  la  directrice  au  point  Q.  On  mène  la  ligne  FQ; 
d'après  ce  qui  précède,  elle  est  tangente  au  cercle  excentrique 
du  point  P.  Ainsi,  pour  avoir  une  tangente  à  la  conique  par 
le  point  P,  je  trace  le  cercle  excentrique  du  point  P;  puis  je 
mène,  par  le  point  F,  une  tangente  à  ce  cercle;  elle  rencontre 
la  directrice  au  point  Q  ;  là  ligne  OP  est  tangente  à  la  conique. 

Or,  du  point  F,  on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes  au 
cercle  excentrique  du  point  P  ;  donc,  il  n'existe  que  deux  tan- 
gentes à  la  conique  donnée  passant  par  P. 

11.  —  On  appelle  degré  d'une  courbe  le  nombre  indiquant 
en  combien  de  points  au  plus  une  droite  peut  rencontrer  cette 
courbe.  La  classe  d'une  courbe  est  le  nombre  de  tangentes 
menées  à  cette  courbe  par  un  point  quelconque  de  son  plan. 
Ainsi,  d'après  les  théorèmes  précédents  : 

Toute  conique  est  une  courbe  du  second  degré  cl  de  la  seconde 
classe. 

12.  Problème.  —  Construire  une  conique  connaissant  le 

foyer,  la  directrice  et  l'excentri- 
cité. 

La  section  conique  ne  peut  se 
construire  que  par  points.  Cher- 
chons donc  un  point  quelconque 
de  la  courbe. 

Déterminons  d'abord  les 
points  situés  sur  l'axe. 

Lorsque  l'excentricité  est  égale 
ii  l'unité,  il  y  a  un  point  de  La 
courbe,  et  un  seul,  situé  sur 
l'axe;  c'est  le  milieu  de  F\. 
Soit  A  ce  point;  c'est  le  point 
<|iie   nous  avons    appelé   le   soiii- 

met  de  la  parabole. 

Si  l'excentricité  est  plus  petite  que  l'unité,  je  trouverai  sur 
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l'axe  deux  points  A  et  A',  et  l'on  aura 
FA  _  FA' 

AX  ~~  A'X  ~     ' 
Le  point  A  est  situé  entre  F  et  X;  mais  le  point  A'  est  au 
delà  du  point  F,  sur  la  droite  XF.  Donc  l'ellipse  a  deux  sommets 
situés  du  même  côté  de  la  directrice  correspondant  au  foyer  F. 
Lorsque  l'excentricité  est  plus  grande  que  l'unité,  il  existe 
encore  sur  l'axe  deux  points  A  et  A',  tels  que  l'on  ait 
FA  _  FA' 

Âx  ~  Â7!  _ 

Le  point  A  est  toujours  situé  entre  F  et  X;  mais  le  point  A' 
est  au  delà  du  point  X,  sur  la  droite  FX.  Donc,  les  deux  som- 
mets de  l'hyperbole  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la  direc- 
trice correspondant  au  foyer  F. 

13.  —  Cela  posé,  proposons-nous  de  déterminer  la  courbe 
par  points,  au  moyen  des  rayons  vecteurs  issus  du  point  F. 
Pour  cela,  considérons  le  cercle  excentrique  dont  le  centre 
est  E.  D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  obtient  un  point 
de  la  courbe  en  menant  par  le  point  F  une  droite  FH  qui 
rencontre  le  cercle  excentrique  au  point  N,  et  la  directrice  au 
point  H.  Menons  EH  et  EN;  par  F,  traçons  la  droite  FM  paral- 
lèle à  EN  et  rencontrant  EH  au  point  M.  Le  point  M  est  un 
point  de  la  courbe,  et  FM  est  son  rayon  vecteur. 

Cette  construction  permettra  de  déterminer  les  points  situés 
sur  l'axe,  si  je  prends  le  point  N  sur  l'un  des  rayons  du  cercle 
excentrique  parallèle  à  l'axe;  elle  permettra  aussi  de  trouver 
un  point  dont  le  rayon  vecteur  ait  une  direction  donnée  :  il 
suffit  de  mener,  dans  le  cercle  excentrique,  le  diamètre  paral- 
lèle à  cette  direction,  ce  qui  donnera  deux  points  tels  que  N. 
On  en  déduit  les  points  correspondants,  analogues  à  M. 

Je  vais,  eu  outre,  déterminer  la  longueur  du  rayon  vecteur, 
et  étudier  la  variation  de  cette  longueur  avec  la  direction  du 
rayon. 

Les  triangles  HEN,  HFM  sont  semblables,  et  donnent 
FM  _  FH 

EN  _  NE' 

D'autre  part,  par  le  point  N  traçons  une  parallèle  à  la  direc- 
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trice,  rencontrant  l'axe  au  point  I;  on  a 

FH  _    FX 
NH  ~  W 
FM       FX 
DonC  ÊN^lx' 

Ainsi  EN  et  FX  étant  constants,  le  rayon  vecteur  varie  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  point  I  au  point  X. 

Cela  va  nous  permettre  de  mettre  en  évidence  certaines 
propriétés  des  coniques,  en  étudiant  séparément  les  trois 
courbes. 

14.  —  Supposons  d'abord  que  la  courbe  soit  une  ellipse; 
l'excentricité  est  alors  inférieure  à  l'unité  et  le  cercle  excen- 
trique, décrit  du  point  E  comme  centre,  ne  coupe  pas  la 
directrice. 

Je  considère  un  point  mobile  se  déplaçant  sur  ce  cercle 
depuis  le  point  B,  le  plus  éloigné  de  la  directrice,  et  parcou- 
rant d'abord  la  demi-circonférence  BNB'.  Alors  le  point  I  se 
déplace  constamment  en  se  rapprochant  du  point  X.  Le  rayon 
vecteur,  mené  de  F,  décrit  la  portion  de  plan  AMA',  et  il  va 
constamment  en  croissant,  depuis  FA  jusqu'à  FA'. 

Lorsque  le  point  mobile  est  en  B;  sa  projection  est  en  b,  et 
l'on  a  bX  =  BZ;  par  suite, 

D'autre  part,  en  appelant  A  le  sommet  situé  entre  F  et  X,  on  a 

FX  =  FA  +  AX  =  FA(i  +  i 

D'après  cela,  en  appelant  r  le  rayon  vecteur  dans  cette  posi- 
tion particulière,  on  peut  écrire 

EN-FA('  +  î)    F4 

r  =  =  FA. 


EN(,  +  ±) 


Ce  résultat  s'accorde  du  reste  avec  la  construction  précé- 
demment indiquée. 

On  verrait  do  môme  que,  le  point  mobile  étant  en  B',  ou 
retrouve  le  sommet  A'.  Donc  le  rayon  vecteur  minimum  est 
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celui  qui  est  compté  sur  l'axe  entre  le  foyer  et  la  directrice;  le 
rayon  maximum  est  compté  sur  l'axe  au  delà  du  point  F;  du 
reste,  le  rayon  vecteur  varie  d'une  manière  continue  entre  ces 
deux  valeurs. 

Si  le  point  mobile  décrit  la  seconde  demi -circonférence, 
de  B'  en  B;  le  rayon  vecteur  parcourra  la  seconde  région  du 
plan,  en  se  déplaçant  de  la  position  FA'  pour  revenir  à  la  posi- 
tion FA;  et  comme  IX  est  croissant,  le  rayon  vecteur  est 
décroissant. 

De  plus,  ayant  pris  deux  points  N  et  W,  symétriques  par 
rapport  au  diamètre  BB',  les  rayons  EN  et  EN'  seront  égale- 
ment inclinés  sur  BB';  donc  les  rayons  vecteurs  FM  et  FM' 
seront  également  inclinés  sur  l'axe  AA'  ;  comme,  de  plus,  les 
deux  points  N  et  N'  ont  une  même  projection  I  sur  l'axe  FX, 
les  lignes  FM  et  FM'  sont  égales  et  les  points  M  et  M'  sont 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  de  la  courbe. 

15.  —  Si  l'excentricité  est  égale  à  l'unité,  c'est-à-dire  si  la 
courbe  est  une  parabole,  le  cercle  excentrique  touche  la  direc- 
trice; alors  le  point  B'  étant  sur  la  directrice,  le  point  b'  est 
confondu  avec  le  point  X.  On  démontrerait,  comme  précédem- 
ment, que,  au  point  B,  correspondra  le  sommet  A;  que  le  rayon 
vecteur  ira  toujours  en  croissant;  mais,  lorsqu'il  se  rappro- 
chera de  la  partie  de  l'axe  située  au  delà  du  point  F,  la  distance 
du  point  F  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur  augmentera  au  delà 
de  toute  limite.  La  courbe  s'étendra  donc  indéfiniment,  d'un 
côté  de  la  directrice. 

D'ailleurs,  à  des  positions  symétriques  du  rayon  vecteur, 
par  rapport  à  l'axe,  correspondront  des  longueurs  égales  de 
ce  rayon  vecteur;  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe. 

16.  — ■  Enfin,  supposons  que  l'excentricité  soit  supérieure 
à  l'unité.  Alors  le  cercle  excentrique  rencontre  la  directrice 
en  deux  points  P  et  P',  symétriquement  placés  par  rapport  au 
diamètre  BB'. 

Je  fais  encore  mouvoir  un  point  sur  le  cercle  excentrique,  à 
partir  du  point  B.  Tant  qu'il  parcourra  l'ax.e  BLP,  le  rayon 
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vecteur  ira  en  croissant,  en  partant  de  la  position  FA  ;  puis, 
lorsque  le  point  mobile  s'approchera  indéfiniment  du  point  P, 
le  rayon  vecteur  croîtra  au  delà  de  toute  limite,  en  s'approchant 
de  la  direction  PE.  Si  le  point  mobile  parcourt  l'axe  BL'P', 
symétrique  du  précédent,  on  obtiendra  un  arc  de  courbe  symé- 
trique du  premier  par  rapport  à  l'axe,  et  le  rayon  vecteur 
deviendra  aussi  infirii  dans  la  direction  P'E.  Il  y  aura  donc 
deux  directions  donnant  des  rayons  vecteurs  infinis. 
Si  le  point  qui  se  déplace  sur  le  cercle  excentrique  parcourt 


l'i'.i-  >■ 

l'arc  PB',  situé  uu  delà  de  la  directrice,  par  rapport  au  loyer  F, 
il  est  facile  de  voir  que  lus  points  de  rencontre,  analogues  au 
point  M,  se  trouvent  au  delà  de  la  directrice,  mais  au-dessous 
de  l'axe;  le  rayon  vecteur  est  d'abord  infiniment  grand,  lorsque 
le  point  mobile  est  en  P;  puis  il  va  en  diminuant.  Lorsque  le 
point  mobile  est  eu  B',  l'extrémité  du  rayon  vecteur  se  retrouve 
sur  l'axe,  en  A';  puis,  le  mobile  décrivant  l'arc  B'P\  L'extré- 
mité du  rayon  vecteur  parcourt  un  arc  de  courbe  partant  du 
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point  A',  et  symétrique  du  précédent;  il  est  donc  situé  au- 
dessus  de  l'axe. 

Il  en  résulte  que  l'hyperbole  complète  se  compose  de  deux 
branches  distinctes;  symétriques,  chacune,  par  rapport  à  l'axe 
FX,  et  s'étendant,  à  l'infini,  dans  les  deux  directions  définies 
par  les  droites  PE  et  P'E;  ces  deux  branches  sont  situées  de 
part  et  d'autre  de  la  directrice  DDj. 

17.  Théorème.  —  Si  d'un  point  T,pris  sur  la  tangente  en 
M  à  une  conique,  on  abaisse  des  perpendiculaires  TL  et  TH  sur  le 
rayonvecteurYMetsurla  directrice,  le  rapport  deFLàTE  est  con- 
stant, et  égal  à  l'excentricilé. 

Pour    le    démontrer, 
menons    Mm    perpendi- 
culaire sur   la   directrice, 
et  joignons  le  foyer  F  au 
point  Roli  la  tangente  MR 
rencontre  la   directrice. 
On  sait  que  FR  est  perpen- 
diculaire à  FM;  par  suite, 
FR  est  parallèle  à  TL. 
On  a  donc 
FL        RT  _  TH 
MF  ~  RM  ~"  Mm  * 
En  comparant  le  premier  et  le  dernier  rapport,  il  vient 
FL      FM       , 

T^M^*'  C.Q.F.D. 

18.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
concours  de  deux  tangentes  est  également  inclinée  sur  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  aux  points  de  contact  de  ces  deux  tangentes. 

SoitT  le  point  de  concours  des  deux  tangentes.  Du  point  T, 
comme  centre,  décrivons  le  cercle  excentrique.  On  sait  que  si 
l'on  joint  le  foyer  F  au  poiut  H  où  l'une  des  tangentes  rencontre 
la  directrice,  la  droite  FH  est  tangente  au  cercle  excentrique, 
et,  si  m  est  le  point  de  cou  lact  du  cercle  et  de  FH,  et  M  le  point 
de  contact  de  TH  avec  la  conique,  les  droites  Tm  et  FM  sont 
parallèles. 
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Cela  posé,  les  deux  rayons  Tm  et  Tn  du  cercle  sont  égale- 
ment inclinés  sur  la  ligne  FT;  il  en  est  donc  de  même  des 
rayons  vecteurs  FM,  FN. 

19.  Remarque.  —  Dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  la  parabole, 
le  rayon  FT  est  toujours  bissecteur  de  l'angle  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs  menés  aux  points  de  contact.  Il  en  est 
encore  de  même  dans  l'hyperbole,  si  les  points  de  contact  sont 
situés  sur  une  même  branche;  mais  si  les  points  de  contact 
sont  sur  deux  branches  différentes,  la  droite  FT  est  bissectrice 
de  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  et  par  le  pro- 
longement de  l'autre. 

20.  Théorème.  —  Si  l'on  joint  le  foyer  au  point  de  concours 
de  deux  tangentes,  et  au  point  où  la  corde  des  contacts  rencontre 
la  directrice,  on  obtient  deux  droites  rectangulaires. 

En  effet,  nous  avons  vu  précédemment  que  la  ligne  qui 
joint  le  foyer  au  point  de  concours  de  la  directrice  et  d'une 
corde,  est  également  inclinée  sur  les  rayons  vecteurs  passant, 
par  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  droite. 

21.  Théorème.  —  La  normale  au  point  M  rencontre  l'axe 
en  un  point  G  tel  que  le  rapport  de  FG  à  FM  est  égal  à  l'excen- 
tricité. 

Pour  le  démontrer,  observons  que  la  tangente  en  M  ren- 
contrant la  direc- 
trice en  R,  l'angle 
MFR  est  droit.  Par 
suite,  la  circonfé- 
rence décrite  sur 
MR  comme  dia- 
mètre passe  par  le 
point  F,  et  aussi 
par  le  point  m, 
projection  de  M 
sur  la  directrice. 
La  normale  est 
tangente  en  M  à  cette  circonférence;  il  en  résulte  que  l'angle 
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FMG  est  égal  à  l'angle  MmF.  De  même,  les  parallèles  Mm  et 
FG  donnent  wiMF  =  MFG. 
Donc  les  triangles  semblables  M??iF,  MFF,  donnenl 
FG       MF  _ 

FM       Mm  ~ 

22.  Théorème.  —  Si,  par  un  point  quelconque  d'une  conique, 
m,  mené  une  parallèle  à  une  direction  fixe,  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  la  directrice:  le  rapport  du  rayon  recteur,  à  cette  ligne,  reste 
constant,  si  la  direction  considérée  est  invariable. 

En  effet,  le  triangle  MmP  reste  constant  d'espèce,  puisque 

ses   côtés  conservent  toujours  la  même  direction.  Donc,  en 

appelant  À  une  constante  qui  dépend  de  la  direction  donnée, 

on  peut  écrire 

Mm 

MP  "     ' 

D'autre  part,  on  a,  par  définition  de  la  conique 

MF 


Mm 


De  ces  égalités,  on  conclut 
MF 


M  P  (A  suivre.) 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.A.Boutin. 
Suite,  voir  page  277.) 


140.  —  0  étant  l'angle  de  Brocard,  d'un  triangle  ABC  el 
i  un  angle  lel  que 

tg  o  =  tg  A  4-  tg  B  +  tg  C, 
on  a  les  identités  (voir  ./.  .1/.  E.  issx.  p.  H-2)  : 

Scos'A       **™**-\ 

t£f  9  C0ti2f  0   —    I 
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2  sin2  A  = j —  . 

i  —  cotg  cp  tg-  6 

„        3  —  2  tg  cp  cotg  0  4-  tg2  ç 

S  cos2  A  cos2  B  = ; — 2JJ °  t         *    S 

(r  —  tg  cp  cotg  6)2 

tg2  c&i  i  +  cotg2  6)  sin2  © 

S  sin2  A  sin2  B  =  «E-J IL -*_I  ^  ■ — . , 

(  i  —  tg  9  cotg  6)2       sin2  (8  -  cp) 

S  tg  A  tg  B  =  tg  cp  cotg  6, 

S  tg2A  tg  B  -  tg  ?  (tg  cp  cotg  0  -  3), 

2  tg2Atg2  B  =  tg2  cp  (cotg2  6-2), 

(i  4-  tg2  A)(i  4-  tg2  B)(i  +  tg2  G)  =  (i  -  tg  cp  cotg  8)a, 

2  cotg2  A  cotg  B  =  cotg  6  —  3  cotg  cp, 

S  cotg2  A  cotg2  B  —  i  —  2  cotg  cp  cotg  6, 

(cotg  A  -+-  cotg  B)(cotg  B  4-  cotg  C)(cotg  G  +  cotg  A) 

=  cotg  6  —  cotg  cp, 

(tg  A  +  tg  B)(lg  B  +  tg  C)(tg  G  +  tg  A)  =  tg  9  (cotg  8  -  .), 

(i  -+■  cotg  A)(  I  -+-  cotg  B)(i  +  cotg  C)  =  2  4-  cotg  cp  +  cotg  6, 

(i   4-  tg  A)(l   4-  tg  B)(i    4-  tg  G)  =    14-2  tg  9  4-  tg  cp  cotg  6, 

I  2 


i  4-  tg  A  i  4-  tg  9  4-  tg  9  cotg  8 

i  4  4-  2  cotg  Q 

2j    =    ■ ■  » 

I  4-  cotg  A        2  4-  cotg  9  4-  cotg  8 
cotg  6  +  3  cotg  G 

1  Sin3  A  COS  A  =  ; — — -r;  • 

(cotg  0  —  cotg  o)2 

colgO  —  5  cotg  cp 

2  sin  A  cos3  A  =  .— f— -5-1 , 

(cotg  6  -  cotg  <f)a 

2  sin  A  cos  (A  4-  6)  =  o, 

4  cos  6 
2  sin  A  cos  (A  —  6)  = 


cotg  0  —  cotg  cp 
2  sin  cp 


2  sin  A  sin  (A  4-  6)  = 

'       sin  (<p  —  0) 

il  cos  A  sin  (A  4-  6)  =  3  sin  6, 

S  sin  A  cos  (A  +  cp)  =  —  2  sin  cp, 

4(i  +  t-J  v) 

2  cos  2B  cos  2G  =  -r-1 '— — rr.  — 

(l  —  tg  <f  cotg  0)'- 

4  tg  p  (tg  f  +  cotg  6) 


I  sin  2B  sin  z(  \ 


(l  —  tg  p  cotg  0)1 
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S  — l-—  =  3  -  2  tg  cp  cotg  0  +  tg2  cp, 
cos-  A 

i  -  tg2  A)  (  i  -  tg2  B)(  i  -  tg2  C)  -  (  i+  tg  ?  cotg  O)2  -  4  tg2  cp. 

4  tg  <p  (cotg  0  -  tg  o) 


COS  2  A  COS  2  B  COS  2  G  =  I  + 


coséc  2  A  coséc  2  B  coséc  2  C 
S  séc  2  A 


(I  -  tg?cotgô)2 
(  I  -  tg  ?  cotg  ô)2 


8  tg  o 
4(1  -+-  tg2  <p)  -  (1  -  tg  o  cotg  6)2 


X  sin2  2  A  — 
i:  cos2  2  A 


1  -+-  tg  tp  cotg  ô)2  —  4  tg2  o 
tg  tp  +  colg  H), 
8tgo(tg<p  —  cotg  6)  8sin  cp  sin  6  cos  (<p- 


il  coséc  2  A  =  -  (tg  <p  +  cotg  6), 


(1  —  tg  <p  cotg  ô)2  sin2  (6  -  <p) 

3  —  8  tg2  9-4-2  tg  tp  cotg  0-1-3  tg2  q>  cotg2  0 


i]  cos  4  A  —  3  -+- 
S  sin  4  A.  = 


(1  -  tgcpcotgG)2 
16  tg  cp  (cotg  0  —  tg  cp) 
(1   —  tg  tp  cotg  O)2 

32  tg  çp 


(  1  —  tg  tp  cotg  HY 


Nota.  —  Ces  formules  permettent  d'exprimer  un  certain 
nombre  de  fonctions  symétriques  de  lignes  trigonométriques 
d'angles  d'un  triangle,  en  fonction  de  tgcp  et  cotgô  seulement, 
ce  qui  permet  de  vérifier  très  simplement  un  grand  nombre 
d'identités,  et  de  simplifier  certains  calculs  qui  se  présentent 
dans  la  Géométrie  du  triangle. 

141.  —  a,  b,  c  étant  des  angles  quelconques,  vérifier  les 
identités  : 
1°  cos  3<j  cos  a  sin-  a  4-  sin  3a  sin  a  cos2  a  -+-  cos  ia  cos  4a 

=  cos3  20,  ; 
2"  cos  3a  sin'  a  —  sin  3a  cos3  a 

=  sin  a  cos  a  (2  cos2  2a  —  1)  —  2  sin  2a  cos2  2a; 
3°  2]  cos  (b+c—a)  sin2  (b  —  c)=2S  cos  a  sin  (a—c)  sin  (a—  b); 
4°  X  sin  (6+c— a)  sin2  (6  —  c)  =  2Ï  sin  a  sin  (a— c)  sin  (a—  6); 
;>°  Ï  sin  (6  -h  c  —  a)  sin2  a  =  2  sin  a  sin  /;  sin  c 

+  sin  (6  +  c  —  a)  siu  (a  +  c  —  b)  sin  (a  -+•  a  —  c); 
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6°  2  cos  {b  4-  c  —  «)  cos''  a  =  2  cos  a  cos  6  eos  c 

-+-   cos  (6  +  c  —  a)  cos  (a  -+c  —  b)  sin  (a  -t-  6  —  c); 
7°  S  cos  20  cos2  (6  +  c)  =  2  cos  (a  4-  6)  cos  ('6  -4-  c)  cos  (c  +  a  i 

4-   COS  2«  cos   20   COS  2C; 

8°  S  sin  2a  sin8  (6  -+■  c)  =  sin  2a.  sin  -zb.  sin  2C 
4-  2  sin  (a  -h  6)  sin  (a  4-  c)  sin  (b  4-  c). 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


PARIS  (Novembre  1889) 

lr'  série.  —  1°  Résoudre  le  système 

a(x  —  y)  =  2  +  2J'//. 
A  4-  B,.r  4-  .y)  4-  Cri/  =  o. 
On  supposera,  pour  discuter,  AC  —  W  >  o  et  l'on  cherchera  entre 
quelles  limites  doit  être  comprise  la  quantité  a  pour  que  les  valeurs  de  i 
et  de  y  soient  re'elles. 

2-    Trois  forces  appliquées  à  un  corps  solide  libre  se  font  équilibre  : 
ilémontrer  qu'elles  sont  nécessairement  situées  dans  un  même  plan. 

2e  série.  —  1°  Étant  donné  un  CÔae  dont  le 
rayon  de  base  est  r  et  la  hauteur  h,  on  inscrit,  ù 
ce  cône,  une  sphère  de  rayon  R,  comme  l'indique 
la  figure.  Calculer  le  volume  de  la  portion  de  sphère 
qui  se  trouve  au-dessus  de  la  base  du  cône. 

Application  au  cas  oii  l'on  a 

h  -  3R,  r=  1\  3. 

2°  Composition  de  deux  forces  parallèles  et  de 
sens  contraires. 

Série  supplémentaire.  ■  -  1  Résoudre  le  sys- 
tème des  deux  eqviations 

.r2  -r    y         -   . 
xy 
:    »  >n  donne  les  trois  cotés  </,  b,  c  d  un  triangle, 

calculer  tang    A.  el  rendre  la  formule  calculable  par  logarithmes. 


Énoncés  empruntés  .i  la  collection  publiée  par  la  librairie  Croville- 
Morant,  20,  rue  de  la  Sorbonne.  Les  solutions  des  questions  posées  .hit 
examens  de  Paris  sont  développées  dans  ce  recueil. 
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DIJON  (Novembre  1889). 

1.  —  Dans  un  angle  x  et  dans  l'angle  adjacent  supplémentaire,  on 
inscrit  deux  circonférences  d'un  même  rayon  donné  r;  quelle  est  la  va- 
leur de  x  pour  laquelle  la  somme  des  aires  comprises  dans  chaque  angle 
entre  ses  côtés  et  l'arc  de  la  circonférence  inscrite  qui  a  le  point  de  con- 
tact pour  extrémité,  est  la  plus  petite  possible? 

2.  —  Résoudre  les  équations 

.r2  +  3xy  —  iy°-  =    4. 

2X-  —  oxy  +    x2  —  1  ?. 

3.  —  Dans  un  tétraèdre  OABC,  dont  les  trois  arêtes  OA.  OB.OC  sont 
égales  entre  elles,  ainsi  que  les  angles  plans  BOC,  COA,  AOB  qu'elles 
comprennent  deux  à  deux,  calculer  (par  leurs  lignes  trigouomélriques; 
les  angles  reclilignes  des  dièdres  OA,  BG  en  fonction  de  la  valeur  com- 
mune w  des  angles  plans  dont  il  s'agit  BOC.  etc. 

4.  —  En  appelant  y.  la  trace  d'un  plan  donné,  sur  la  ligne  de  terre,  M 
un  point  quelconque  situé  sur  ce  plan  et  m  la  projection  horizontale  de 
M,  on  demande  de  déterminer  le  point  M  de  telle  sorte  que  les  dislances 
y.M,  %m  soient  respectivement  égales  à  deux  longueurs  données. 

5.  —  Résoudre  l'équation 


sjx  -+-  a  —  yx  —  a  =  b. 


QUESTION  m> 

solution  par  M.  A.  Boutin. 


1°  L'orlhocentre,  le  point  de  Lemoine  et  le  point  de  Lemoiru  du 

triangle  orlhocentrique  sont  trois  points  en  ligne  droite  (  Van 
Aubel); 

2a  Le  point  de  Lemoine  lv,  le  centre  0'  du  cercle  des  neuf  points 
d'un  triangle  ABC;  et  le  antre  Z' du  cercle  de  Brccarddu  triangle 
A/B'C formé  en  menant  par  les  sommets  de  ABC  des  parallèles  aux 
'■ôtes  opposés  sont  trois  points  en  ligne  droite  et  on  a  :  KO'  =  O'Z. 

■1°  Le  centre  0  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  le  point  de  Lemoine  K, 
du  triangle  A^l^  obtenu  en  joignant  les  milieux  des  cotes  de 
ABC  et  le  centre  Z'  du  triangle  A'B'C  sont  trois  points  en  ligne 
droite  et  l'on  a:  OKx  =  KtZ\  (E.  Vigarié.) 

1°  Soient  a',  b',  c'  les  côtés  du  triangle  ortkocen trique,  on  a  : 
a  b'  c' 

sia  2A       sin  2B       sin  2C 
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Prenons  le  triangle  orthoeentrique  pour  triangle  de  réfé- 
rence et  cherchons  les  coordonnées  barycentrique  de  K  on  a  : 
x  =  sin  2A(sin2  B  cotg  B  -+-  sin2  C  cotg  C  —  sin2  A  cotg  Ai. 
a'  =  sin  2A(sin  2B  sin  2G  —  sin  2 A)  =  a'(p   —  a'). 

Comme  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  orthoeentrique, 
n'est  autre  que  l'orthocentre  de  ABC,  il  s'ensuil  que  K  est  en 
ligne  droite  avec  l'orthocentre  et  le  point  de  Lemoine  du 
triangle  orthoeentrique. 

2°  Soit  G  le  centre  de  gravilé  de  ABC;  0  est  le  complémen- 
taire de  0,  et  Z'  est  l'anticomplémentaire  de  Z  centre  du 
cercle  de  Brocard  de  ABC;  donc  OG  =  2GO'  et  GZ'  =  2GZ. 
Les  triangles  O'GZ,  ZGO  sont  semblables  et  OZ'  =  2ZO'.  Si 
ou  prolonge  O'Z' jusqu'à  son  point  de  rencontre  K  avec  ZO,  la 
similitude  des  triangles  KO'Z.  KZ'O  montre  que  KZ  =  ZO; 
donc  K  est  le  point  de  Lemoine  de  ABC;  en  outre  KO'  =  (  >'/'. 

3°  Le  poiut  Kt  étant  le  complémentaire  de  K.  ce  point  s'ob- 
tient en  joignant  KG  et  en  prolongeant  la  droite  d'une  longueur 
égale  à  sa  moitié  ;  on  a  ainsi  le  milieu  de  OZ'.  Donc  0Kt  =  KtZ  . 


QUESTION  302 

Solution  par  M.  B.-.T.  Sollèrtinsky,  à  («atschiua. 


/;*  soud're  les  équations 

x  —  b  —  c        x  —  c  —  a        x  —  a  —  b 

+ + 

X   —    2a  X   —    2b  X   —    2C 

2X  +  c  —  b       2x  -1-  a  —  c       2x  4-  b  —  a 


"~r~  -  +  1 

2 

+  1 


x-f-b  —  c         x  4-  c  —  a         x  -f-  a  —  b 
•  b  -h  c  —  a       x  +  c+a-b      x  +  a  +b  —  < 


x  -+-  3a  —  b  —  c       x  -+-  3b  —  c  —  a       x  +  3c  —  a  —  b 

ci  reconnaître  que  la  clef  qui  peut  .sertir  à  former,  en   nombre 
indéfini,  les  équations  de  ee  genre,  est  représentée  pur  l'identité 
(l)(a+Ê)(p+Y)(Y+oO-<xKa+P)— ?Y(P  •  Y)"* *y(*+y)"    --'/'.—" 
Remarque  —  Avec  cette  clef  on  peu/  aussi  obtenir,  en  nombre 
indéfini,  des  équations  du  second  degré  donnant  des  racine»  com- 
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mensurables :  par  exemple 

x  +  a        x  -+-  b       a  +  b 

: h    -  -H h    2    —    0. 

h  a  x 

(G.  L.) 

L'identité  (I)  peut  être  mise  sous  la  forme 

0 

-t-  : -4-  — 

P 
En  posant  (3  +  y  =  2X  —  2>n, 

y  +  a  =  2X  —  2?), 

y.  -+-  p  =  2X  —  2j>  : 
un  a  7.  =  x  +  m  —  n  —  p. 

p  =  x  —  m  4-  n  —  p. 

y  =  x  —  m  -   n  ■+-  p  ; 
et  l'identité  (2)  donne 

x  —  m  x  —  n  /■  —  /> 

H 1 h    1 


x  +  m  —  n  —  p       x  —  m  4-  n  —  p       x  —  m  —  n  4-  p 

j\.(x  —  m)(x  —  n)(x  —  p) 

(x  •+■  m  —  n  —  p)(x  —  m  +■  n  —  p)(x  —  m  —  n  -h  p)  ' 

d'oii  il  suit  que  les  quantités  m,  n,  p  satisfont  à  l'équalion 

x  —  m  x  —  n  x  —  p 

(3) H H î- 4-i=o. 

x  +  m  —  n  —  p    x  —  m  -+■  n  —  p    x—m—n+p 

Mais,  évidemment,  toute  équation  de  la  forme 

x  4-  a.       x  -+-  a,       a;  4-  a, 

a:  +  &!        as  4-  o2       a?  -f-  63 

est  identique  à  l'équation  (3),  si  l'on  a 

2Gfj  =  62  +  63  ;      2a.i  —  bt  4-  63  ;      2ffa  =  6t  4-  62. 

Les  racines  des  équations  données  sont  donc  : 

1°  b  4-  c,  c  4-  a,  a  +  6; 

2°  -  (6  -  c),        -(c  -  a),      -(a  —  b): 

2  2  2 

3°  a  —  b  —  c,     b  —  a  —  c,     c  —  a  —  6. 

Remarque.  —  Pour  obtenir  une  équation  du  second  degré, 
on  peut  poser  (dans  la  première  partie  de  l'identité  (2), 

x  =  x;     p  —  —  m;     y  =  —  n; 
m,  n  sont  alors  les  racines  de  l'équation  corespondante. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  Boutin. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


354.  —  On  donne  a  et  xt;  puis,  on  calcule  oc2,  y...  ...  rn,  par 

voie  récurrente,  au  moyen  de  la  formule 

a(n  —  i)a„  —  ^^a-i  +  v.2a„_2  +  ...  +  7.,,-r/!. 
Démontrer  que  les  nombres  x15  oc„  . . .  x„  forment  une  progres- 
sion géométrique.  (G.  L.J 

355.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  A,  A'  se  cou- 
pant en  0,  et  un  point  fixe  P.  Par  ce  point  P,  on  trace  une 
droite  mobile  coupant  A,  A',  aux  points  A,  À'.  Soit  Y  la  cir- 
conférence circonscrite  au  triangle  OAA.'.  La  droite  qui  joint 
le  milieu  de  OA  au  point  qui.  sur  Y,  est  diamétralement  opposé 
au  point  0.  coupe  I'  en  T.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  ce 
point  I. 

Ce  lieu  est  une  circonférence.  (G.  L.) 


Nous  avons  le  regret  d'annoncer  à  nos  lecteurs  que  M.  Léw 

de  faire  partie  de  la  direction  du  .Journal  auquel  il  con- 
tinuera d'apporter  le  concours  do  sa  collaboration. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS. 


1M l-lï I M I  1. 1 1     CENTRAU     DBS  MU. Mr.  IMPRIMERIE  CUAIX, 

RI  i.  i  u.'.i.i.i  ,  10,  PARIS.  —   '.  :.  8 
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PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE 

Par  M.  Louis  llénezech. 


1.  —  Soit  ABC  un  triangle;  menons  les  bissectrices  inté- 
rieures et  extérieures  de  ses  aûgles.  On  sait  que  les  bissec- 
trices intérieures  sont  les  hauteurs  du  triangle  IJ(,L  déterminé 
par  les  bissectrices  extérieures.  D'ailleurs,  le  cercle  0,  circon- 
scrit à  ABC,  passant  par  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle 
I(iIJc  est  le  cercle  des  neuf  points,  relatif  à  ce  dernier  triangle. 
Il  passe  donc  aussi  par  les  milieux  A".  B",  C"  des  côtés  et  par- 
les points  A',  B',  G'  des  segments  II„,  11^,  II,..  Les  droites  A' A". 
B'B",  G'C"  sont  les  médiatrices  des  côtés  BG,  GA,  AB.  Soient 
M„,  M|,,  Mc  les  milieux  de  ces  côtés.  Des  points  I,  I„,  Ib,  Ic, 
abaissons  sur  BG  les  perpendiculaires  II',  II,',  IIb,  lié  dont  les 
longueurs  sont  précisément  les  rayons  y,  ya,  yb,  yc  du  cercle 
inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle  ABC.  Les  droites 
IT,  MaA',  IuIa  étant  parallèles  et  A'  étant  le  milieu  de  IIa,  on  a 

(I)  MaA'  =  ?^X 

2 

De  même,  lbïb,  A"Ma,  1,1'.  étant  parallèles  et  A"  étant  le 
milieu  de  IJ,,  on  a  : 


(2)  MaA" 


fb   +    Y« 


On  peut  observer  en  passant,  que,  en  combinant  les  égalités 
précédentes  avec  les  relations  évidentes  : 

MaA'  +  MltÂ"  =  3R,  MaA'.HuA"  =  -,  0MU  =  ±  MaA"  ~  H^v 

4  2 

on  déduit  immédiatement  trois  théorèmes  connus,  correspon- 
dant aux  égalités 

Ya  +  Y6  +  Yc  -  4R  +  Y»  (Ya  -  y)(Y&  +   (c)  =  a1, 

0Ma  =  ±   Y"  +  Y"  ~  Y"  +  Y. 
4 
11  est  évident,  d'après  la  ligure,  que  si  l'ou  a  l'une  (fuel- 
conque  des  relations 
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c/ 


..--?î  \ 


î-r 


A  . 


<        ! 

\     :      / 


k 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES  "5 

MaA'  =  M(lA",  M(1A'7  -  R,  MaA"  =  -,  M, A.'  =  R,  MaA'  =  - 

2  2 

le  triangle  est  rectangle  en  A,  et,  réciproquement.  D'après 
cela,  et  en  tenant  compte  des  relations  (1),  (2),  on  a  la  pro- 
priété suivante  : 

Théorème  I  (*).  —  Dans  tout  triangle  ABC,  rectangle  enk, 

ta  =  y  +  ïb+yc,  Y&  +  Yc  =  R»Y*  +  Yc=-~a»Y«""  Y=  2R>Ya  —  Y  =  a'> 
e/  réciproquement,  chacune  de  ces  relations  caractérise  un  triangle 
rectangle. 

2.  —  Evaluons  maintenant  les  distances  telles  que  IJf. 
1°  Comme  on  a  Vbl'c  —  b  +  c,  le  trapèze  birectangle  IJ'bl'  Tc 

donne  \b\c2  =  (b  4-  c)2  +  (yb  -  yr)2. 

2°  Le  point  A"  étant  le  milieu  de  l'hypoténuse  du  triangle 
iecta::gle  IJCC,  on  a      J(,lc  —  2CA\  Or 

UÂJ'2  =  AW  +  M^J2, 

donc  4CÂ72  =  Vc2  =  R(y(-  +  Yc)2  +  «2- 

3°  Le  triangle  rectangle  A'A'C  donne 

Fc2  =  A"A'  A"Ma 

d'où  i\Ic2  —  4R(y,,  +  u)- 

On  trouve  ainsi  trois  expressions  de  IbIc2  : 
ÏJ~C2  .-  (6  +  cy  +  (Yb  -  yc)2  =  (Y6  +  y,)2  +  a2  =  4R(Y(,  +  Yc) 

Par  des  considérations  analogues,  on  trouverait  les   trois 
expressions  de  I  J«2  : 
"IL?  -  (b  -  c)^+  (j_+  Ya)8  -  (y«  -  Y)2  +  a2  -  3R(y„  -  y). 

En  prenant  1A2>  H«2  et  les  quantités  de  même  nature,  sous 
la  troisième  forme,  il  vient  : 

ÏJ^+  ÏJl_+  U?  ==  8R(Yn  +  y*  +  Yc)  =  8R(4R  +  f\ 
1I02  +  11,2  +  1IC2  =  4R(Ya  +  Y6  +  Yc  -  3y)  =  8R(2R  -  Y), 

et     n?  +  u,;2  +  n?  +  u?  +  w  +  u?  =  4sr». 

D'où: 

Théorème  II.  —  Dans  tout  triangle  ABC  : 

1°  La  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  déterminé  pur  les 

(*}  Voir  Propriétés  du  triangle  rectangle,  J.  E.  1889,  p.  193. 
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centres  des  cercles  inscrit  et  ex  inscrits  est  égale  au  produit  de 
la  somme  du  rayon  du  cercle  inscrit  et  de  quatre  fois  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  par  huit  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

2°  La  somme  des  carrés  des  distances  du  centre  du  cercle  inscrit 
aux  centres  des  cercles  ex-inscrits  est  égale  au  produit  de  la  diffé- 
rence du  diamètre  du  cercle  circonscrit  et  du  rayon  du  cercle 
inscrit  par  huit  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

3°  La  somme  des  carrés  des  distances  des  centres  des  cercles 
inscrits  et  ex-inscrits  pris  deux  à  deux  est  égale  à  quarante-huit 
fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Des  relations  II,,2  =  4R<ja  —  v)>  IJc2  =  4R(ï<>  +  Yc)  et  du 
théorème  I,  ou  déduit  encore  : 

Théorème  III.  —  Dans  tout  triangle  ABC,  rectangle  en  A, 

on  a 

Ua  =  IbIc; 

et  réciproquement. 

3.  —  Le  triangle  rectangle  A''A'C  douue  : 

CT2  +  CV2  =  AT2,  CA'.CA"  =  A'A".MaC, 
i  i  i 


CA"        CA"J        CM/ 
Eu  remplaçant  CA'.  CA";  CM,,,  A' A",  respectivement,  par 
IL     ÏJ,     a 

5    »    -  >     2JA, 

ces  relations  deviennent  : 
ll,;  +  U?=  i6R2  ,  IL.  M,  =.fRa,=2+   x\  ,  =i» 

Ha  Iftle  " 

dune  : 

Théorème  IV.  —  La  somme  des  carres  des  distances  du 
centre  du  cercle  inscrit  à  l'un  des  centres  des  cercles  ex-inscrits 
et  des  deux  autres  centres  des  cercles  ex-inscrits  est  constante  cl 
égale  à  i  GR*. 

Remarqi  i..  —  La  troisième  partie  du  théorème  II  se  déduit 
immédiatement  du  théorème  précédent. 

On  énoncerait  de  même  les  théorèmes  correspondanl  aux 
deux  autres  relations.  Un  déduit  encore  de  ces  formules: 
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Théorème  V.  —  Dans  (oui  triangle  ABC,  rectangle  en  A, 

on  a 

lTn2  +  U?  =  4a2 ,  Ha .  Wc  =  8R2 , 

II„    .    IJ,      =     2a2    ,    ^—     "t"     =-     =      -—  » 

H?  W  4K- 

et  réciproquement,  si  l'une  quelconque  de  ces  relations  est  vérifiée. 
le  triangle  est  rectangle  en  A. 

4.  —  Dans  le  triangle  OIIa, 

ÔP  +  UT?  =  ^ÛÂ?2  +  "2TÎ  =  2R2  +  2  A'C2. 
Dans  le  triangle  OIJc. 

ûî^2  +  ôï?  =  2"ûâ;2  +  2TT2  =  2R2  +  2.VC2- 

Donc,  en  observant  que  A'C2  +  A"C2  =  4R2 ,  IIa  =  iAC'JJ,. 
=  2A"G;  et,  en  tenant  compte  de  ce  fait  que  les  relations, 
A'C  =  A"G  ,  A'C  =  Rv/2,  A"G  =  Ry/2  sont  caractéristiques 
d'un  triangle  rectangle  en  A,  on  peut  énoncer  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  VI.  —  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carres 
des  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  centres  des  cercles 
inscrit  et  ex-inscrits  est  égaie  à  douze  fois  le  carré  du  rayon  du 
cercle  circonscrit  {*). 

Théorème  VII  (**).  —  Dans  tout  triangle  ABC,  rectangle 
en  A, 

ïjp  +  ûT?  =  Tïï?  +  oï?,"îïï2  +  Tïï?  =  6R2,  oï?  +  oï? 

=  6R2 ,  II0  =  IbI  ,  II.  =  2R\/7  ,  IbIe  =  2R/2, 
et  réciproquement,  si  l'une  quelconque  de  ces  relations  est  vérifiée. 
le  triangle  est  rectangle  en  A.  (A  suivre.) 

[*)  Celte  propriété  est  très  connue  (voyez:  Catalan  Théorèmes  et  Problèmes 
de  Géométrie  élémentaire,  6°  édition,  p.  146).  Cette  remarque  s'applique  à 
quelques  autres  propositions  de  la  présente  note  dont  la  matière  est  trop 
élémentaire  pour  qu'il  en  puisse  être  autrement.  Pourtant,  certains  théo- 
rèmes, établis  dans  le  travail  de  M.  Bénezech,  nous  ont  paru  nouveaux  et 
intéressants.  G.  L. 

(**)  Voir  «  Propriétés  du  triangle  rectangle»  J.  E.  1889,  p.  193. 
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ÉTUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES    SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  .Morel. 

(Suite,  voir  p.  55.) 


23.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  milieux  des 
cordes,  de  direction  donnée,  est  une  droite  qui  rencontre  la  directrice 
au  même  point  que  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  sur  la  direc- 
tion donnée. 

Considérons  une  droite  de  direction  constante,  rencontrant 
la  courbe  en  P  Q,  et  la  directrice  en  R.  Soit  FH  la  perpen- 
diculaire menée  du  foyer  sur  cette  droite;  elle  rencontre  la 

directrice  en  V.  Il  résulte, 

du  théorème  précédent,  que 

FP  _  FQ 

PR  ~~  QR* 


On  a  donc 
FP2 
PR*  ' 
d'où 

FP*_  FQ2 
'«) 


FQ2. 
QR*' 

FP« 

~~PR« 


Fig. 


PR»-QR" 

Soit  M  le  milieu  de  PQ. 
Le  triangle  FPQ  donne 
(2)  FP2  -  PQ1  =  2MH  x  PQ. 
D'ailleurs, 
rR  +  QR  =  2MR; 
PR  -  QR  =  PQ, 


et,  par  suite. 
(3)  PR2  -  QR2  =  2MR       PQ. 

Les  relations  (\),  (2),  (3)  donnent  donc 
MH 


MR 


=  k*l\ 


Ainsi,  le  lieu  du  point  M  es1  une  droite  passant  par  le  point 
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V.  Cette  droite  s'appelle  le  diamètre  correspondant  à  la  direc- 
tion PR. 

24.  —  Cherchons  maintenant  les  particularités  que  pré- 
sentent les  diamètres,  suivant  les  diverses  espèces  de  courbes. 

Par  le  point  M,  traçons  MZ  parallèle  à  FX,  et  rencontrant 
la  directrice  en  Z;  puis  menons  ZT  perpendiculaire  à  MR. 
qu'elle  rencontre  au  point  T.  On  a  d'abord 

MZ3 

=  À2. 

MR2 

Le  triangle  rectangle  MZR  donne  ensuite 

MZ2  =  MR  x  MT. 

^  MH       ,      MT 

On  a  donc  _.,/,*.  __; 

et,  finalement,  MH  =  k*  .  MT. 

Supposons  d'abord  k*  =  i  ;  c'est  le  cas  de  la  parabole.  Alors 
MH  —  MT.  Or  H  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  V  sur  PR;  donc  le  point  V  est  confondu  avec  le  point  Z; 
par  suite,  la  droite  VM,  qui  est  le  diamètre  correspondant 
à  la  direction  PR,  est  parallèle  à  l'axe.  Comme  la  direction  PR 
est  quelconque,  on  voit  que  : 

Dam  la  parabole,  tous  les  diamètres  sont  parallèles  à  l'axe. 

Prenons  maintenant  le  cas  où  l'excentricité  est  différente 

de  l'unité.  Alors,  le  point  T  n'est  plus  confondu  avec  le  point  H, 

et  le  point  Z  diffère  du  point  V.  Donc  le  diamètre  VM  n'est 

pas  parallèle  à  l'axe;  il  le  rencontre  en  un  point  0.  De  plus,  la 

ligne  VH  rencontre  MZ  en  un  point  N,  tel  que 

MH  _  MN 

MT  ~~  MZ' 

OF        MN       MH 
On  a  donc  _=  —  =  _  =  *; 

d'où,  en  supposant  k  <  t, 

OX  -  OF 


OX 


k\ 


FX 

m  =  i  -  *. 

D'autre  part,  A  et  A'  étant  les  sommets,  on  a 
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FX  =  AX(i  +  k), 
FX  =  A'X(i  -  k). 
Des  égalités  précédentes,  on  déduit 

OX(i  -  A:)  =  AX, 

OX(i  -+-  k)  =  A'X; 

et,  par  conséquent,    2OX  =  AX  +  A'X. 

Ainsi,  tout  diamètre  de  V ellipse  rencontre  l'axe  au  milieu  de  la 
dislance  des  deux  sommets. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  en  observant  que  le  point  0  est 
situé  à  gauche  de  la  directrice,  on  trouve,  par  un  calcul  ana- 
logue au  précédent,  que  le  point  0  est  au  milieu  de  A  A'.  Donc  : 
Dans  les  coniques  dont  l'excentricité  est  différente  de  l'unité, 
les  diamètres  passent  tous  par  un  point  fixe,  qui  est  le  milieu  de 
Ya.re  de  la  courbe.  Ce  point  s'appelle  le  contre  de  la  courbe. 
Aussi  dit-on,  dans  ce  cas,  que  ces  courbes  sont  des  coniques' à 
centre. 

On  doit  observer  que,  au  nombre  des  droites  parallèles  à  la 
direction  donnée,  il  en  est  une  qui  passe  par  le  point  0.  La 
corde  déterminée  par  la  courbe  sur  cette  dioite  a  donc  son 
milieu  en  ce  point,  puisqu'il  est  sur  le  diamètre.  Donc  le  centre 
est  le  milieu  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par  ce  point. 

25.  —  Cela  posé,  cherchons  le  diamètre  des  cordes  paral- 
lèles à  VO.  Pour  cela,  d'après  la  construction  précédente, 
menons  FV  perpendiculaire  à  VO,  et  rencontrant  la  directrice 
en  V,  puis  traçons  VO.  C'est  le  diamètre  cherché. 

Or,  dans  le  triangle  VOV,  la  droite  OX  est  perpendiculaire 
sur  VV;  la  droite  FV  est  perpendiculaire  sur  VO;  donc  VF 
est  perpendiculaire  sur  le  troisième  côté  VO,  lequel  est,  par 
suite,  parallèle  à  PR. 

Les  deux  diamètres  VO,  VO,  tels  que  l'un  d'eux  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre,  s'appellent 
des  diamètres  conjugués. 

26.  Corollaire.  —  Si,  par  le  point  I,  oîi  le  diamètre  VO 
rencontre  la  conique  M, nous  menons  une  droite  parallèle  à  PR, 
le  milieu  du  segment  compris  dans  l'intérieur  de  la  conique 
se  confond  avec  le  point  1  -,  ce  qui  exige  que  ce  segment  lui  - 
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même  se  réduise  à  un  point.  Donc  la  droite,  ainsi  menée,  est 
tangente  à  la  conique.  Par  conséquent: 

Les  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  parallèles  aux 
cordes  que  ce  diamètre  partage  en  deux  parties  égales. 

27.  Théorème.  —  Si  l'on  considère,  dans  une  conique,  deux 
cordes  parallèles,  les  droites  qui  joignent  les  extrémités  de  ces 
cordes  se  coupent  sur  le  diamètre  correspondant. 

Soient  AB  et  CD  les  deux  cordes;  E.  H  leurs  milieux.  Les 
parallèles  AB,  CD  sont  partagées,  aux  poinls  E,  H,  en  parties 
proportionnelles  ;  par  suite,  les  droites  AC,  BD,  EH  sont  con- 
stantes. Or  EH  est  le  diamètre  correspondant  aux  cordes 
données. 

28.  Corollaire.  —  Si  les  cordes  AB  et  CD  se  confondent, 
AG  devient  tangente,  ainsi  que  BC.  Par  conséquent: 

Si,  par  les  extrémités  d'une  corde,  on  mène  des  tangentes  à  la 
conique,  ces  tangentes  se  coupent  sur  le  diamètre  conjugué  de  la 
direction  de  la  corde. 

29.  Théorème.  —  Les  coniques  èi  centre  possèdent  un  second 
axe  de  symétrie,  perpendiculaire  à  l'axe  qui  paise  par  le  foyt  r. 

En  effet,  considérons  une  direction  de  cordes  parallèles  à 
l'axe  FX.  Il  en  résulte  que  la  perpendiculaire  FH,  menée  par 
le  foyer,  à  cette  direction  de  cordes,  est  parallèle  à  la  directrice; 
de  plus,  la  quantité  précédemment  désignée  par  m  est  ici  égale 
à  l'unité.  Ainsi,  en  appelant  M  le  milieu  d'une  corde,  H  le  pied 
de  la  perpendiculaire  menée  de  F  sur  celte  corde,  et  R  le 
point  ou  la  corde  rencontre  la  directrice,  on  a 

MH      , 

MR  -  L  ' 

Or,  on  a  vu  que 

f  -  °?. 

De  ces  deux  égalités,  on  déduit 

MH  _  OF 

MR  ~  OX' 

MH       OF 

HK^ÔX* 
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Gomme  HR  =  FX,  ou  a  MH  =  LF;  par  suite,  le  lieu  du 
milieu  des  cordes  parallèles  à  FX  est  une  droite  perpendicu- 
laire à  FX,  et  passant  par  le  centre.  Ainsi,  les  points  de  la 
courbe  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  la  droite 
LO;  celle-ci  est  donc  un  second  axe  de  symétrie. 

30.  Corollaire.  —  L'existence  de  ce  second  axe  de  symé- 
trie montre  que,  si  l'on  prend  un  peint  P  de  la  courbe,  il  y  a, 
sur  celle-ci,  un  point  P'  symétrique  de  P  par  rapport  à  FX, 
et  un  point  P",  symétrique  de  P  par  rapport  à  OM.  Donc  FX 
et  ML,  respectivement  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés 
de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  se  coupent  au  milieu 
de  l'hypoténuse.  Par  suite,  P'P'  passe  au  point  0,  qui  par- 
tage cette  ligne  en  deux  parties  égales.  Il  en  résulte  que  le 
point  0  partage  en  deux  parties  égales  toute  corde.de  la 
conique,  passant  cepoint.  C'est  cette  propriété  que  nous  avons 
déjà  constatée  pour  le  point  nommé  centre  de  la  courbe. 

31.  Théorème.  —  Dans  une  conique  à  centre,  il  y  a  un 
second  foyer,  symétrique  du  point  F  par  rapport  au  centre,  et 
une  seconde  directrice,  également  symétrique  de  ta  première  par 
rapport  au  centre. 

En  effet,  soient  F',  symétrique  de  F  par  rapportai!  centre  0, 
et  D'Di.  symétrique  de  DDj,  par  rapport  au  centre.  Les  deux 
droites  DDjCt  D'D'iSont  parallèles  au  second  axe  de  symétrie, 
cl  équidistantes  de  cet  axe. 

Soit  une  corde  parallèle  à  FX,  rencontrant  la  courbe  aux 
points  P  et  P",  les  deux  droites  DDt  et  D'O',  en  R  et  R\  et  le 
second  axe  au  point  M.  On  a  d'abord  MP  =  MP",  puis 
MR  =  MR';  par  suite 

PR  =  P"R'    et    PR'  =  P"R. 

D'autre  part,  si  l'on  trace  FPetF'P",  ces  droites  sont  égales. 
comme  étant  deux  droites  limitées,  symétriques  par  rapport 
à  M.  Pour  la  même  raison  on  a  FP"  =  F'P. 

Il  en  résulte  que 

F  P       FF  TV"  _    F'P 

PR  "  FÏÏ*  P"R~PR'* 

FP 
Mais  le  rapport  777; esl  r.-;1'  •'  *■  excentricité  k\  il  en  es!  donc 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 


83 


de  même  de 


FF 
PÏÎ7 


Ainsi,  le  point  P,  et  par  suite  son  symé- 


trique P"  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  il  en  résulte 
que  la  courbe  est  encore  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport 
de  leurs  distances  au  foyer  F'  et  à  la  droite  D'D|  ait  une  valeur 
constante,  égale  à  la  précédente.  (A  suivre.) 


LE   176™   PORISME  D'ELTCLIDE 

ET    SES    CONSÉQUENCES 
Par  M.  E.  Visarié. 


Nous  avons  déjà  signalé,  d'après  M.  G.  Tarry,  l'importance 
de  la  170mo  proposition  d'Euclide.  Pour  répondre  au  désir 
exprimé  par  M.  de  Longchamps  dans  ce  Journal,  (1890,  p.3o), 
nous  allons  montrer  comment,  de  la  connaissance  du  porisme, 
on  déluit  immédiatement  les  propriétés  les  plus  élémentaires 
du  cercle,  des  points 

et  de  l'angle  de  Bro-  ^.■**"~~~k 

card.  / 

Afin  demieuxfaire 
ressortirles  analogies 
que  nous  avons  en 
vue,  nous  rappelle- 
rons quelques  nota- 
tions. Dans  un  tri- 
angle ABC,  nous  dé- 
signerons par  0  le 
centre  du  cercle  cir- 
conscrit A;  par  Q,  Lï 
les  points  de  Brocard; 


par 


Q     o' 


n 


„  îi'  ; 


Fia.  I. 


Qc,  iïc;  leurs  projec- 

tionssurles  côtés  BG, 

GA,  AB  du   triangle  ABC;   par  S  le  milieu  delà  droite  LV.Y ; 

enfin  par  P',Q' les  points  ou  les  tangentes  aux  extrémités  P,  Q, 
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du  grand  axe  de  l'ellipse  de  Brocard  coupent  le  cercle  cir- 
conscrit. 
Nous  énoncerons,  d'abord,  le  lernme  suivant  : 

Lemme.  —  Si,  autour  d'un  point  ii  pris  dans  le  plan  d'un 
cercle,  on  fa  it  to  um  er  u  n  eô  lé  d'u  n  angle  droit  don  t  le  som  m  et  ûe  g  lisse 
sur  la  circonférence  du  cercle,  et  que  par  le  point  Lïc  où  l'autre 
côté  rencontre  la  circonférence ,  on  mène  une  parallèle  au  premier 
côté  :  cette  droite  passera  par  un  point  fixe  Q\ 

Cette  proposition,  qui  forme  le  17o,ue  porisine  d'Euclide,  est 
évidente.  Elle  est  généralisée  parle  porisme  qui  suit: 

Porisme.  —  Un  angle  de  grandeur  donnée  w  se  meut  de 
manière  qu'un  deses  côtés  pense  par  un  point  donne  Q  et  que  son 
sommet  B  glisse  sur  une  circonférence  de  cercle;  son  second 
c'it';  rencontre  la  circonférence  en  un  second  point  A,  par  lequel  on 
mène  une  droite  faisant  avec  ce  côté  un  angleêgatà  l'angle  mobile 
u,  mais  en  sais  contraire  :  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  Q'. 

La  démonstration  de  cette  proposition  (:;:i  se  déduit  du  lemme 
précédent,  qui  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  celui  où  l'angle 
mobile  est  droit. 

Reprenons,  en  effet,  la  figure  qui  résulte  de  l'énoncé  du 
lemme,  et  concevons  qu'on  ait  abaissé  du  point  Lî,  sur  QCÛ'CI 
une  oblique  QB  faisant  avec  QCQ'C  l'angle  B  =  iode  la  grandeur 
donnée;  le  point  B  sera  sur  un  cercle,  car  le  triangle  rectangle 
QQC.B  est  donné  d'espèce  :  par  conséquent,  son  hypoténuse  LlU 
est  pioportionnelle  au  côté  ÛÛC-  Si  l'on  portait,  sur  ûûc,  une 
ligne  égale  à  QB,  son  extrémité  serait  sur  un  cercle  ayant  le 
point  û  pour  centre  de  similitude  avec  le  cercle  PûeQ.  Si  l'on 
supposeq  ue  ce  cercle  tourne  autour  du  point  il,  d'un  angle 
égal  àûeQB,  il  deviendra  le  lieu  du  point  15.  Ce  point  est  donc 
sur  le  cercle  a.  Le  point  P',  oîi  la  droite  ûP' faisant,  avec  QP, 
l'angle  PûP'  égal  à  QCQB,  rencontre  la  tangente  en  P,  appar- 
tient au  cercle  Aylont  le  centrées!  en  0,  au  point  de  rencontre 

(*)  Nous  reprodui-ons  ici  la  démonstration  donnée  pat  Ghasles,  dans 
/.  .s  trou  livres  de  porismes  d'Euclide,  pages 279-281  ;  nous  avons  seulement 
modifié  les  lettres  employées,  afin  de  faire  concorder  les  résultais  avec 
les  notations  précédemment  indiquées. 
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de  QP'  avec  la  perpendiculaire  à  QXi',  élevée  par  le  centre  S 
du  premier  cercle. 

Maintenant,  si  l'un  suppose  que.  du  point  Cl',  on  abaisse,  sur 
la  droite  Cl,.iï,..  une  oblique  Q'A  faisant  en  A  l'angle  égal  à 
l'angle  donné  a>,  mais  de  sens  contraire,  de  manière  que  le 
premier  étant  à  droite  de  la  perpendiculaire  ûûc,  le  second 
soit  à  gauche  de  la  perpendiculaire  Q'Q,[  ;  le  point  A  sera  sur 
un  cercle  qui  sera  le  même  que  le  cercle  A;  car  son  centre 
sera  sur  la  droite  Û'Q'  faisant,  avec  Cl'Q,  l'angle  QCl'Q'  égal 
à  LÏci}c  A,  et,  par  conséquent,  coïncidera  avec  le  centre  0  de  A  : 
eu  oulre,  son  rayon  OQ'  sera  égal  à  OP'. 

On  conclut  de  là  que  :  si  par  un  point  Cl,  donné  dans  le  plan 
d'un  cercdc  A,  on  mène  une  droite  CÏB  à  un  point  de  la  circon- 
férence, et,  [iarcepoint;une  droite  AB  faisant  avec  QB  un  angle 
donné  w;  puis  par  ce  joint  A  une  autre  droite  faisant  avec  AB 
un  angle  égal  à  «,  mais  dans  un  sens  différent  :  celte  droite 
passera  par  un  point  fixe  Cl',  situé  sur  la  droite  Cl?  qui  fuit, 
avec  le  rayon  OQ  du  cercle  A,  un  ang!e  PQP'  égal  au  complé- 
ment de  l'angle  donné  u. 

L'application  de  ce  porisme  au  cas  du  triangle,  nous  donne 
les  propriétés  sui- 
vantes : 

Soit  un  triangle 
ABC  quelconque,  et 
soit  0  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à 
ce  triangle.  Cons- 
truisons le  point  Cl 
tel  que  les  angles 
QAB,  QBC,  ÛCA 
soient  égaux,  et 
appelons  w  la  gran- 
deur de  cet  angle. 
11  exist1,  en  vertu 
du  porisme,  uu  se- 
cond point  Cl'  tel  que 
que  les  angles  Cl'BA,  Û'GB,  Û'AG  sont  tous  trois  égaux  à  u>. 

Cl  et  Cl'  sont  les  points  de  Brocard,  co  est  l'angle  de  Brocard. 
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D'après  le  porisme,  les  droites  OQ,  OQ' sont  égales.  De  plus 
dans  le  triangle  QOQ',  qui  est  isocèle,  l'angle  au  sommet  0 
est  égal  à  2m. 

Les  droites  AQ,BQ,  CQ  rencontrent  BQ',  CQ',  AQ'  aux  points 
Gt,  Al5  Bt.  Les  points  A^B^  Ct  appartiennent  au  cercle  QOQ'. 

En  effet,  l'angle  QAtQ'  égal  à  l'angle  BAtC  ou  à  son  supplé- 
ment, est  égal  à  2o)  ou  à  son  supplément;  il  est  par  consé- 
quent égal  à  l'angle  QOQ'  ou  à  son  supplément. 

A^fi^st  le  premier  triangle  de  Brocard  et  le  cercle  AjB^OQQ 
est  le  cercle  de  Brocard.  Le  point  0  étant  sur  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  QQ',  le  centre  Z  du  cercle  de  Brocard  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  milieu  S  de 
la  droite  qui  joint  les  points  de  Brocard. 

Les  parallèles  aux  cotés  du  triangle  ABC  menées  par  A^^ 
coupent  le  cercle  QOQ'  en  un  point  K,  diamétralement  opposé 
àO. 

Donc  K  (point  de  Lemoine)  est  un  septième  point  du  cercle  de 
Brocard. 

Il  résulte  encore  de  la  démonstration  du  porisme  que  : 
Les  projections  Q„,  Q.'a,  û6,  Q'b,  Qc,  Q^  sur  les  côtés  du  triangle 
ABC  sont  six  points  d'une  même  circonférence.  Cette  circonfé- 
rence est,  on  le  sait,  le  cercle  principal  de  l'ellipse  de  Brocard 
et  le  plus  petit  cercle  de  Tucker  du  triangle  douné. 

On  voit  encore  que  : 

Les  droites  qui  joignent  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  du 
triangle  ABC  aux  points  de  Brocard  Q,  Q'  coupent  le  cercle  cir- 
conscrit en  deux  points  P',  Q'.  Les  perpendiculaires  abaissées 
de  P'  et  Q'  sur  Q,  Q'  sont  les  tangentes  commîmes  à  l'ellipse  de 
Brocard  et  à  son  cercle  principal. 

En  continuant  ainsi,  on  pourrait  arriver,  comme  il  est  facile 
de  le  voir,  à  énoncer  les  propriétés  les  plus  saillantes  des 
éléments  de  Brocard;  le  IT'i"1*  porisme  d'Euclido  pourrait 
donc  servir  de  point  de  départ  dans  l'étude  de  la  géométrie 
du  triangle. 
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EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  A.  Iloutin. 

(Suile,  voir  page  65.) 


142.  —  Par  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence 
circonscrite  à  un  triangle  ABC,  on  mène  la  droite  MAcAb  paral- 
lèle à  BC,  et  rencontrant,  en  Ac,  A,„  les  côtés  de  l'angle  A,  les 
droites  GaCh,  BaBc  respectivement  parallèles  à  AB,  AG.  Démon- 
trer que  l'on  a,  quel  que  soit  le  point  M, 

MAc.MAb  4-  MBa.MBc  +  MCa.MGb  =  o. 

Si  les  droites  ACA(,,  BaBc,  CaC(,,  au  lieu  d'être  parallèles  aux 
côtés  de  ABC,  sont  des  antiparallèles  de  ces  côtés  par  rapport 
aux  angles  opposés,  le  théorème  subsiste. 
1°  On  a,  y,  y,  %  étant  les  coordonnées  normales  de  M, 


sm  G  °      sin  B 

y* 


2MAc-MAb  =  2i 


isin  B  sin  G 

La  dernière  relation  revient  à  y^  -  =  o,  qui  est  1  équation  du  cercle 
circonscrit. 


2°  MA,.  =  -^—,  MA,  = 


sin  B  °       sin  (J 

De  là  on  tire  la  même  relation  dans  laquelle  il  y  a  évidemment  lieu  de 
tenir  compte  des  signes  des  segments. 

143.  —  a,  (3,  y,  a',  b' ,  y'  étant  les  bissectrices  intérieures  ou 

extérieures  d'un  triangle,  on  a  l'identité  : 

a'2  -   a2    .  b'2  -   S2     .     _,        y'2  -   v2  2T 

-7- sm  A  +  -, —  sm  B  4-  -, '-  sin  G  =  —  • 

a'2  +   a2  fi'2  4-   p  y'2  +  y2  R* 

144.  —  Soient  deux  entiers  N  et  N',  tels  que  le  chiffre  des 
dizaines  soit  le  même  b  pour  chacun  d'eux,  et  que  le  chiffre 
des  unités  de  l'un  soit  le  complément  à  10  du  chiffre  des 
unités  de  l'autre.  Le  chiffre  des  dizaines  du  nombre  N2  4-  N'2 
est  constant,  quel  que  soit  b. 

Il  suffit  de  poser 

N  —  100a  4-  106  4-  a, 
N'  =  ioop  4-  10b  4-  (10  —  a), 
d'élever  au  carré  et  d'ajouter. 
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Oa  constate  que  le  chiffre  constant  des  dizaines  de  N8  4-  N'2  est  8,  si  N 
et  N'  sont  terminés  par  i  et  9  ;  6,  lorsque  N  et  N'  sont  terminés  par  2  et 
S;  4,  dans  tous  les  autres  cas. 

145.  —  Vérifier  les  identités  : 

(fl2  +  &s  +  c°-  +  d2)2  =  (a2  -  b-  4-  ca  -  f/2/2  4-  (206  -  2Cd)' 
4-  (2arf  4-  26c)*, 
(a2  -4-  6'2  4-  c2  4-  rf2)3  ^:  a*(aa  -  362  4-  c2  -  3tf*)s 
4-  c2(a-  4-  62  4-  c-  4-  d'V 
4-  (3a26  -  fc3  -  èc2  -  k/2  -  4^/)* 
4-  (3a2d  -  6sd  -  c2d  -  d3  4-  406c)4, 
(a2  4-  b2  4-  c2/2  =:  (a2  -  6S  4-  c2;2  4-  (2a6)2  4-  (26c)2. 

146.  —  Si  un  entier  est  une  somme  de  trois  carrés,  toutes 
ses  puissances  sont  des  sommes  de  trois  carrés  (*). 

1«  La  puissance  est  de  rang  impair.  On  a  : 

(as  4-  l*  4-  c2)2*-*-1  =  [a(a?  4-  b"-  4-  c3)*]2  4-  0(as  4-  62 
+  [c(a*  4-  6*  4-  c4,*]*. 
2°  La  puissance  est  de  rang  pair  =  2,J(-ik  4-  1). 


T 


2a.(2ft+l] 


[(a8 


Alors  :  (a2  4-  &2  4-  c»jz  •-','+li  =  L(«2  +  &2  4-  c2) 

D'après  une  identité  de  l'exercice  précédent  : 


"I 


2A-+1 


(a2  4-  62  4-  c2/2  :=:  o2  4-  &ï  4-  cj 


En  l'appliquant  a  fois  de  suite,  on  aura  : 

(a2  4-  b*-  4-  cya  =  A!  +  B2  4-  C2,  etc. 

147.  —  Vérifier  les  identités 

a         V  l  l 


= 1 y  _L_ 

(a— c){a— b){x+a)*       (x+a)(x+b){x+c)  *-*  x+a 


20  y 


(a—c)  (a-b){x+aj3     (x+a}(z+b){x+c 


V    _!_   +  "1 

—  {.v  +  af1 

Y ! 


3°  y 


(a  —  c)  (a  —  I 


(«4-«j(X4-6j(.C4-C) 


1        ,    V 
(x+a)*       — 


c  -\-b) 


+ 


(«4-'-' 


de  Catalan  :  Toute  puissance,  entière  et  positive,  d'une  tomme 
de  trois  rare,*,  est  une  -  mm  de  trois  carrés.  Voyez  :  Mémoire  sur  certaines 


*2 
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(a  —  c)(a— b)(x+a)1 


-+- 


^-  (tf+aj4        ^  (x-\-  a)'\x+b) 


1 


(x-\-a)(x+b)(x+c) 

_^-i(x\~a)'1(x-Jrb)-  '  ^*(x+a)\x+b)(x-{-c) 
5°        2(6-c)2;c-a)2  +  2(6-rt)2(tt-c,2  +  2{a-c)i{b-cf 
=  (6-c)4  +  (c-a)1  +  (a-6)4. 

148.  —  On  donne  les  côtés  a1}  6t,  c,  de  la  projeclion  hori- 
zontale d'un  triangle,  et  les  cotes  a,  fi,  y  de  ses  sommets.  Cal- 
culer l'aire  de  ce  triangle. 

Si  a,  b,  c  sont  les  côtés  du  triangle,  on  a  : 
a-  =  a\  +  (?  —  y)*. 
et  deux  formules  analogues  pour  b-  et  c-;  puis,  si  T  est  l'aire  cherchée, 
T,  celle  de  la  projection  : 

i6T2  =  S  2a262  —  S  a4; 
et  tous  calculs  faits  : 
4T=  =  4T2,  +  a\[a  -  £(«  -  •;)  +  baiO  -  «)(P  -  y)  +  c\(y  -  a)(-;  -  ?). 

149/—  Si  A'B'C  est  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les 
points  où  les  bissectrices  de  ABC  rencontrent  le  cercle  cir- 
conscrit; le  centre  0  de  cercle,  le  centre  I  du  cercle  inscrit  à 
ABC;  et  le  centre  de  gravité  de  A'B'C  sont  trois  points  en 
ligne  droite. 

Si  on  cherche,  en  effet,  les  coordonnées  barycentriques  du  centre  de 
gravité  de  A'B'C  par  rapport  à  ABC,  on  trouve 

a  :  [s  :  y  :  :  sin  A(3  cos  A  +  cos  B  +  cos  G  —  i)  :    ... 

(A  suivre.) 

CERTIFICAT    D'APTITUDE 
a  l'enseignement  secondaire  spécial 

(Ordre  des  sciences.) 

JUILLET  1889 


Arithmétique  et  Algèbre  (8  juillet,  5  h.). 

Arithmétique.  —  1°  Définir  le  quotient  de  la  division  de  deux  nombres 
entiers. 

Indiquer  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  recherche 
du  quotient  de  deux  nombres  entiers.  Après  quelques  explications  som- 
maires, arriver  au  cas  général  :  faire  le  raisonnement  et  donner  la  règle  à 
suivre  sur  l'exemple  suivant  :  trouver  le  quotient  de  482732  par  684; 
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2°  On  divise  successivement  un  nombre  entier  X  par  un  nombre  entier 
a,  puis  le  quotient  par  un  autre  nombre  entier  6,  puis  le  nouveau  quotient 
par  un  troisième  nombre  entière  et  ainsi  de  suite.  Démontrer  que  le  quo- 
tient final  ainsi  trouvé  est  e'gal  à  celui  de  la  division  de  N  par  le  produit 
des  nombres  a,  b,  e,  etc. 

Des  divisions  faites  primitivement  peut-on  déduire  le  reste  de  la  divi- 
sion de  N  par  le  produit  a. b.c."! 

Peut-on  intervertir  l'ordre  des  divisions  successives  indiquées  dans  ce 
tbéorème? 

Algèbre.  —  On  joint  un  des  foyers  F  d'une  demi-ellipse,  limitée  par 
son  grand  axe  AA',  à  un  point  M  de  celte  courbe;  du  point  M  on  trace 
deux  droites,  savoir:  MC  perpendiculaire  sur  AA'  et  MD  perpendiculaire 
sur  FM,  limitées  toutes  les  deux,  d'une  part  au  point  M  et  d'autre  part 
au  grand  axe  AA',  prolongé  s'il  le  faut.  En  faisant  tourner  autour  de  A  A 
comme  ebarnière  le  triangle  rectangle  MCD  ainsi  construit,  on  obtient 
un  solide  dont  on  représente  le  volume  par  Y. 

Étudier  les  variations  de  ce  volume  V  lorsque  le  point  M  décrit  la  demi- 
ellipse  donnée.  Construire  la  courbe  représentative  de  ces  variations. 

De  cette  étude,  déduire  le  nombre  de  solutions  qu'aura,  selon  les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter,  le  problème  suivant  :  trouver  le  point  M 
dont  il  est  question  ci-dessus,  de  telle  sorte  que  V  ait  une  valeur  donnée 
V,,  et  indiquer,  sur  la  demi-ellipse  donnée,  les  diverses  régions  où  seront 
placés  les  points  M  répondant  à  la  question. 

On  représentera,  comme  d'babitude,  par  2a  et  ic  le  grand  axe  et  la 
distance  focale  de  la  demi-ellipse  donnée. 

Géométrie  et  mécanique  [10  juillet,  ô  h.). 

I.  —  L'équation  d'une  courbe  étant  f(x,  y)  —  o.  trouver  l'équation  de 
la  tangente  en  un  point  donné  de  cette  courbe.  —  Comment  en  déduit-on 
l'équation  de  la  ligne  des  contacts  des  tangentes  menées  par  un  point  P 
du  plan  ? 

II.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P,  on  trace  un  diamètre  quel- 
conque OD  et,  du  point  P,  on  mène  à  ce  diamètre  la  perpendiculaire  PM 
jusqu'à  la  rencontre  en  M  du  diamètre  OE,  conjugué  de  OD 

1°  Trouver  la  courbe  C  qui  est  le  lieu  géométrique  du  point  M. 

2°  Démontrer  que  les  lignes  menées  du  point  P  aux  points  d'intersec- 
tion de  cette  courbe  C  avec  l'ellipse  donnée  sont  normales  à  l'ellipse.  Que 
devient  la  courbe  C,  quand  le  point  P  coïncide  avec  un  foyer  F  de 
l'ellipse?  Explication  géométrique? 

3°  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  com- 
muns à  la  courbe  Cet  à  l'ellipse;  trouver  et  construire  le  lieu  géométrique 
de  leurs  centres.  —  Quelles  sont  les  directions  asymptotiques  de  cette 
dernière  courbe? 

III.  —  Démontrer  qu'un  système  quelconque  de  forces  appliquées  a 
un  corps  solide  libre  peut  toujours  se  réduire  à  deux  résultantes  dont 
l'une  est  appliquée  en  un  point  donné  du  solide.  —  t  lette  réduction  n'est- 
elle  possible  que  d'une  seule  manière?  —  Comment  peut-on  ramener  les 
deux  résultantes  à  être  rectangulaire 
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QUESTION  287 

Solution  par  M.  A.  Boutin. 


Sur  le  côté  AC  d'un  triangle  rectangle  ABC.  on  prend  le  point 

D,  Je  telle  sorte  que  — —  =  —  Par  D,  on  élève,  sur  AC,  la  per- 
CD         n 

pendiculaire  DEF;  F,  E  étant  les  intersections  de  cette  perpendi- 
culaire avec  les  côtés  AB,  BG,  montrer  qu'on  a  les  relations: 

AGh  _  (m  +  n)"(AF"±CEh) 

BP*  ^ 


(*) 


(P) 


S  = 


rahBGh  ±  n"AB" 
mn(m+  n)2AF8.CE3 


2(n2AF2  +  m'CE»)» 
Dans  ces  expressions ,  BP  est  la  perpendiculaire  menée  du  som- 
met de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse;  S   est   l'aire  du  triangle 


ABC. 


(G.  Russo.) 


1°  On  a,  successivement, 
AC 


m 


CD 


nAC 


m 


AC 

BP        AC  cos  A  cos  C 

AC1  AG" 


AC'(?/i''cos'lC±n',cos',A) 


BP''       AC*  cos'' A  cos'4  G        ACcos  Acos''C(m''cos''C  ±nfccos\A). 
mhkC  ni,ACh 


AC 
BP7' 


(m  +n)' 


(m  -+-  n)h  cos''  A       {m  -+-  n)'1  cos'1  G 


(m  +  w)'1 


mMC  cos''  G  ±  n''AC'  cos'1  A 
ADft  CD''  1 


cos''A    "   cos''C 


(m  +  n)''(AF''  ±  CE* 


mhBCh  ±  n''AB'' 
2°    2S  =  AC.BP  =  AC2  cos  A  cos  C 
?n4n*  AC6 


mkttU'  ±  nhXBh 
A  G*  cos  A  cos  C2 
(cos2  A  +  cos'Gj 


m 


/j)4   cosa  A. cos3  C 


nvn* 


-AC! 


+ 


{m  -+-  n)*       \cos2  A        cos2  C 


i) 


02 
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mn(m  +  n)2 


»iAC 


(m 


n)  cos  A 


nAC 


(m  -+-  n)  cos  C 


m2AG2 


n» 


(m  -+-  ?i)2  cos2  A 
mn(m  +  jj)2-AF3.GE3 
(n2AF2  +  7n2CE2)2 


+  m2 


n*ACs 


(m  +  n/2  ocs2  C_ 


QUESTION  304 

Solution  par  M.  E.  Yigaiué. 


Soient  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et  I, 
Ia,  Ib,  Ic  /es  centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits. 

On  prend  sur  les  côtés  BA,  CA,  vers  le  sommet  L,  les  longueurs 
BB'  =  CG'  =  BC,  et  aussi,  dans  la  direction  opposée,  BB"  =  CC" 
=  BC. 

(  'cla  posé  : 

/°  Les  droites  B'C,  B"C",  B'G",  B'C  sont  respectivement  per- 
pendiculaire'} aux  droites  01,  OIa,  OIb,  OIc; 

i1  Les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  AB'C,  AB'C", 
AB'C",  AB"C'  sont,  respectivement,  égaux  à  01,  0Ia,  OIb,  OIc. 

(J.  Neuberg.) 

1°  Considérons  l'axe  radical  du  cercle  circonscrit  et  du 
cercle  inscrit  :  il  est  perpendiculaire  à  01  et  coupe  BA,  CA, 
respectivement,  en  P,  Q.  Donc  : 

PA(PA  +  AB)  =  [PA  +  (p  -  a)]- 
QA(QA  +  AG)  =  [QA  +  (p  -  a)]2, 
d'oîi 

(P  -  a)2  ni  (P-«)S 


PA  = 

z(p  -  a)  -  c 

Donc  : 

PA  _        (p  -  n)2 

QA       2(/>  —  a)  —  c 


QA  = 

2ip  -  a) 

2(/>  —  n)  —  I)       a 


H'A 
C'A 


(/>  -  a)2  a  -  6 

La  droite  1  >'<:'.  étant  parallèle  à  l'axe  radical  des  deux  cercles 
<)  et  r,  est,  perpendiculaire  à  <  II. 
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Ou  démontrerait,  de  la  même  manière,  que  I3"C",  B'C",  CB" 
sont,   respective- 
ment,   perpendi- 
culaires à  OIa,OI(, , 
OIc. 

2°  Soit  0'  le 
centre  du  cercle 
circonscrit  an  tri- 
angle AB'C.  Les 
points  I  etO  sont, 
respectivement , 
l'orthocentre  et  le 
centre  du  cercle 
des  neuf  points 
du  triangle  IuIbIc  ; 
doncla  droite  I^Ic, 
axe  radical  des 
deux  cercles  0,  0', 
est  perpendiculaire  à  AI;  autrement  dit,  AI  et  00'  sont  paral- 
lèles. 

Soient  I'  et  H'  le  cenlre  du  cercle  inscrit  et  l'orthocentre 
du  triangle  AB'C  On  a  : 

HAT  =  FACT; 
et  comme  B'C  est  perpendiculaire  à  01  : 

ÏTÂT  =  FàU7  =  1 8o°  -  AÏO. 

Donc  :  (XAÎ  =  x  8o°  -  T'AC  =  AÏO. 

La  figure  O'AIO  est,  par  conséquent,  un  trapèze  isoscèle. 
Donc  10  =  O'A . 

On  démontrerait,  de  même,  que  les  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  AB"C";  AB'C",  AB'C  sont  respective- 
ment égaux  ù  0I„,  01),,  0IC. 

Nota.  —  Dans  sa  Note  de  Géométrie  et  de  Mécanique  (J.  E.  1888, 
p.  47),  M.  Neuberg  a  montré,  en  donnant  les  solutions  des 
questions  240,  241  et  273,  comment  l'applicalion  du  théorème 
de  la  composition  des  forces,  en  Mécauique,  peut  donner, 
facilement,  la  solution  de  problèmes  de  Géométrie.  Dans  la 
Note  que  nous  venons  de  rappeler,  M.  Neuberg  a  résolu,  en  par- 
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tie,  la  question  304.  Voici  d'ailleurs,  de  cette  dernière  question, 
une  solution  simple  que  M.  Neuberg  a  communiquée  à  M.  Gob 
(Voir  Notes  de  Géométrie  récente  dans  les  Mémoires  de  la  Société 
royale  des  sciences  de  Liège,  ie  série,  tome  XVI)  : 

Les  bissectrices  AI,  BI,  (Jl  rencontrent  la  circonférence  ABC 
aux  sommets  d'un  triangle  LMN,  dont  ces  droites  sont  les 
hauteurs.  Il  suit  de  là  que  trois  forces,  représentées  par  OL, 
OM,  ON.  ont  une  résultante  représentée  par  01. 

Si,  maintenant,  nous  prenons  sur  BA,  CA.,  les  longueurs 
BP  =  CQ  —  BC,  la  droite  PQ  représente  la  résultante  des  trois 
droites  PB,  BG,  CQ  égales  entre  elles  et  perpendiculaires, 
respectivement  à  ON,  OL,  OM;  donc  PQ  est  également  perpen- 
diculaire à  OL  De  plus,  PQ  ;  01  =  BG  :  OL  =  2  sin  A.  On 
conclut  de  là  que  01  est  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  APQ. 

Le  cercle  APQ  et  les  deux  autres,  analogues  à  celui-ci,  ont 
été  indiqués  par  M.  A.  Gob  (loc.  cit. )  comme  une  généralisation 
des  cercles  de  Neuberg,  que  nous  avons  étudiés  dans  ce  Journal 
(1887,  pp.  121,  145,  169). 

Nota.—  Autres  solutions  par  M.  B.  S.  Sollcrtinsky.  à  Gatschina,  Svéch- 
nicoll',  professeur  au  gymnase  de  Troïtzk,  et  A.  Boutin. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


356.  —  Dans  un  triangle  ABG,  si  l'on  abaisse,  d'un  point  M 
sur  AB,  AG  les  perpendiculaires  3IP.  MQ  puis  si  l'on  joint 
M  au  milieu  de  PQ;  le  lieu  de  M  tel  que  cette  dernière  droite 
suit  perpendiculaire  à  BG  est  la  symédiane  menée  de  A. 

Poujade, 

357.  —  Par  un  point  D  pris  sur  BG.  dans  le  triangle  ABG, 
on  trace  une  droite  EDF  anliparallèle  à  BG.  relativement  à 
l'angle  A. 

1°  La  circonférence  qui  passe  par  B,  G.  E,  F  coupe  ortho- 
gonalemcntla  circonférence  décrite  sur  AD  comme  diamètre» 
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2°  Si  M,  N  sont  les  points  ou  cette  circonférence  rencontre 
AD,  et  que  M',  N'  soient  les  points  inverses  de  MN  relative- 
ment à  ABC,  les  droites  MM',  NX'  sont  parallèles  à  BC. 

(Bernés.) 

358.  —  AD,  AD'  étant,  relativement  à  l'angle  A  du  tri- 
angle ABC,  deux  droites  autiparallèles,  qui  rencontrent  en  E, 
E'  la  circonférence  circonscrite  à  ABC;  on  trace  par  E  dans 
l'angle  EAC,  EF,  antiparallèle  à  DC,  et  par  E'  dans  l'angle 
E'AC,  E'F  untiparallèle  à  D'C. 

1°  Les  droites  BF,  BF'  sont  antiparallèles  relativement  à 
l'angle  BAC;  2°  si  M'  est  l'un  des  points  de_  rencontre  de  AD' 
et  de  la  circonférence  circonscrite  à  FBM,~  et  M  le  point  du 
même  côLé  de  BC,  où  AD  est  rencontré,  par  la  circonférence 
circonscrite  à  F'BC,  MM'  est  antiparallèle  à  DD',  relativement 
à  DAD',  et  les  points  M,  M'  sont  inverses  i'un  de  l'autre,  dans 
le  triangle  ABC.  (Bemès.) 

359.  —  Si  les  droites  AE,  CF,  menées  des  extrémité?,  d'une 
diagonale  AC  du  quadrilatère  ABCD,  parallèlement  à  deux 
côtés  opposés,  coupent  les  deux  autres  côtés  aux  points  E,  F, 
la  droite  EF  est  parallèle  à  l'autre  diagonale  BD. 

Déduire  de  cette  propriété,  que,  si  M,  N  divisent  AB,  CD 
dans  un  même  rapport,  la  somme  des  aires  ANB,  CMD  est 
égale  à  l'aire  ABCD  (J.  Neuberg  MalhesU,  t.  II,  p.  158)  (*). 

(B.  Sollerlinsky.) 

360.  —  Si  les  droites  OA,  OA' sont  symétriques  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  l'angle  XOY,  et  si  B,  C,  B',  C,  sont  les  pro- 
jections de  A,  A'  sur  OX,  OY  :  1°  les  triangles  ABC,  A'B'C  sont 
en  perspective;  2°  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
de  concours  des  côtés  homologues,  sur  les  droites  joignant  les 
sommets  opposés,  concourent  en  un  même  point. 

(B.  Sollertinshij.) 

361.  —  Trouver  la  valeur,  pour  x  —  \,  do  la  fraction  : 
'  |  Sol  iliou  algcbiique.  —  Malhcsis,  t.  III,  p.  MO. 
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(xm  —  \)(xn  —  i)  —  mn(x  —  i)2 
(x  —   i  )3 


De  Une.) 


\=: 


362.    —  M,  N,  P  étant  trois  angles  consécutifs  d'un  qua- 
drilatère inscrit,  former 

—  sin(M+N),        sin  M,                 o,  sinN, 

sinM         — sin  (N  +  P),       sin  N,  o, 

o,                    sin  N,         sin  (M-+-N),  sin  M 
sin  N,                   o,                 sin  M,       sin  (N  +  P) 
Plus  généralement,  former 

—  h,   /;   o,   g 

f,  —h',     g,     o 

o,        g    h,    f 

g,  o    f,    h'  (Catalan.) 


A,= 


363.  —  Si,  à  un  quadrilatère  insciïptible  Q,  oninscritune 
inimité  de  quadrilatères  P  dont  le  périmètre  soit  minimum,  ce 
minimum  commun  est  une  quatrième  proportionnelle  au  rayon 
et  aux  diagonales  de  Q.  (Catalan.) 


ERRATA 

N'  2,  p.  47,  1.  13,  au  lieu  de  BB",  lisez  BB'. 

1.  16,        -         EMfl,DMb,   —    E\l,  DM'. 
].  H,       —        j'C,  —   jR'. 

1.  19,        —         R"M,  —    R"M'. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGGHA.MPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DBS  CHEMINS   DE   in..         IMPRIMERIE  ClUIX. 
KL'B  BKRGZRI,  10,  PARIS.  —  7184    I   DO. 
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PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE 

Par  M.  Louis  Bénezech. 

(Suite,  voir  p.  73.) 


5.  —  Les  triangles  rectangles  AIJC.  AU,,  donnent: 

A-la     -+-   AI,.     =    la*c  5 

iï2  +  Âi?  =  n;2. 

Ajoutons  membre  a  membre 

Àl2  +  ÂL2  +  AT?  +  AÏ?  =  ÏÏ?  +  ÏJ?  =  4(ÂB72  +  ÂÎT  *)  =  1 6R», 
d'où 

AÏ2  +  AÏ?  +  . .  .  +  BÏ2  +  BÏ?  +  . . .  +  Cl2  +  GÏ?  +  . . . 

=  IÏ?  +  H?  +  ÎT2  +  ÎJ?  +  Û7  +  ÏJ?  =  18R2; 
par  conséquent  : 

Théorème  VIII.  —  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés 
des  distances  d'un  sommet  quelconque  aux  centres  du  cercle  inscrit 
et  des  cercles  ex-inscrits  est  égale  à  seize  fois  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circonscrit. 

Théorème  IX.  —  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés 
des  distances  des  sommets  aux  centres  du  cercle  inscrit  et  des 
cercles  ex-inscrits  et  la  somme  des  carrés  des  distances  des  centres 
du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits,  prises  deux  à  deux, 
sont  égales  entre  elles  et  égales  à  quarante-huit  fois  le  carré  du 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

Théorème  X.  —  Dans  tout  triangle,  rectangle  en  A,  la 
somme  des  carrés  des  distances  d'un  sommet  quelconque  aux  centres 
du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits  est  égale  à  4a2; et,  récipro- 
quement. 

6.  —  Considérons  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
C,  \Y,  A'  sur  BG. 

G'  étant  le  milieu  de  IIC,  la  perpendiculaire  correspondante 

Y   ■+■  Y 

a  pour  longueur -;  de  même,  les  perpendiculaires  des 

points  B'.  A'  ont  pour  longueurs — ,  — -.  La  somme  des 

JOURNAL   DE  MATH.  ÉLÉM.    —    18^0.  5 


98  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

Y   +  Y«  ■+■   Yi 


longueurs  de  ces  perpendiculaires  est  donc  : 

=  2R  4-  y. 

Considérons,  de  plus,  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  A",  B",  C"  sur  BG. 

Ces  perpendiculaires  ont  respectivement  pour  longueurs 

— c,  — c,  — .  Par  suite,  leur  somme  est  va;  et  la 

222 

somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  A"  B"  C"  sur 

les  trois  côtés  est  ya  4-  yb  4-  yc  =  4R  4-  y. 

De  ce  qui  précède,  on  conclut  : 

Théorème  XI.  —  Si  des  points  de  rencontre  A',  B',  C  des 
bissectrices  intérieures  des  angles  d'un  triangle  avec  le  cercle  cir- 
conscrit, on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  l'un  quelconque  des 
côtés,  la  somme  des  longueurs  de  ces  perpendiculaires  est  égale  à 
la  somme  du  diamètre  du  cercle  ci?'conscrit  et  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 

Théorème  XII.  —  Si,  des  points  de  rencontre  k",  B",  C*  des 
bissectrices  extérieures  des  angles  d'un  triangle  arec  le  cercle  cir- 
conscrit, on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  l'un  de  ses  côtés,  la 
somme  des  longueurs  de  ces  perpendiculaires  est  égale  au  rayon  du 
cercle  ex-inscrit  correspondant. 

Théorème  XIII.  —  Si,  des  mêmes  points  A",  B',  C",  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtes  du  triangle,  la 
somme  de  ces  perpendiculaires  est  égale  à  la  somme  du  rayon  du 
cercle  inscrit  et  du  double  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

7.  —  Dans  les  triangles  Al'Jé,  AI'I,',  on  a  : 

AT?  4-  ÂÏ?  =  2Â1Ï?  +    2MjI2  =   b*   4-  C-  -  -  4-  {b    +  C)2 

2  2 

if  +  AT;2  =  2Aira2  +  2^x2  =  b*  +  c»  -  —  + {b  ~  c)t 

d'où 

AT2  4-  Â7,2  +  Al,',2  -4-  AI,'2      3(6S  +  c»)  -  a* 
et 

AT2 4-  ai:,2 4- ...  4-  Bi"2+  m:i-4-...4-a  24-ci„-  +  ... 

5(o«    h  b*  4-  c»)        S0R2  -  5(y"  4-  y2  4-  y\    ■. 
relation  qui  donne  ce  théorème  : 
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Théorème  XIV.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  des 
sommets  d'un  triangle  aux  points  de  contact  du  cercle  inscrit  et  des 
cercles  ex-inscrits,  avec  les  côtés  opposés,  est  égale  à  cinq  fois  la 
somme  des  carrés  des  côtés. 

8.  —  Le  cercle  0  étant  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
IaIbIc,  les  médiatrices  de  ce  triangle  se  coupent  en  un  point  oj, 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  IaIJc  et  par  conséquent 
symétrique  del  par  rapport  à  0.  La  droite  IaIo,  symétrique  de 
la  hauteur  JaA  du  triangle  IaIJcpar  rapporta  la  bissectrice  de 
l'angle  Ia  passe  par  ce  point  w;  il  en  est  de  même  des  droites 

IbJ-b»  ICIC. 

Le  cercle  0,  qui  passe  par  les  milieux  B'A"C  des  côtés  du 
triaugle  IIJC  est  aussi  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  ; 
les  médiatrices  de  ce  triangle  concourent  donc  au  point  wa, 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  IIJC,  symétrique  de  Ia, 
par  rapport  à  0.  On  verrait,  comme  plus  haut,  que  les  droites 
IF,  IbU,  Icl"  se  coupent  en  ce  point  eoa. 

Observons  enfin  que,  d'après  une  propriété  des  symédianes, 
les  droites  laMa,  IbMb,  IeMc,  sont  les  symédianes  du  triangle 
IaI(,Ic. 

Théorème  XV.  —  Dans  tout  triangle,  les  parallèles  menées 
des  points  où  les  bissectrices  extérieures  des  angles  coupent  le 
cercle  circonscrit  aux  bissectrices  intérieures  correspondantes  ;  et 
les  perpendiculaires  abaissées  des  centres  des  cercles  ex-inscrits 
sur  les  côlés  correspondants  du  triangle,  concourent  en  un  même 
point  symétrique  du  centre  du  cercle  inscrit,  par  rapport  au  centre 
du  cercle  circonscrit. 

Remarque.  —  On  énoncerait  de  même  les  théorèmes  analo- 
gues au  précédent,  relatifs  aux  triangles  IIJ&,  IIJC,  IIJa. 

Théorème  XVI.  —  Dans  tout  triangle,  les  droites  qui  joi- 
gnent les  centres  des  cercles  ex-inscrits,  aux  milieux  des  côlés  cor- 
respondants, sont  concourantes.  (A  suivre.) 
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UN  EXERCICE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  B.  Sollertiusky,  à  Gatschina. 


Soient  :  r  le  rayon  d'un  cercle  A  tangent  aux  ti%ois  côtés  du 
triangle  ABC;  \\,y\  les  rayons  des  circonférences  touchant  deux 
côtés  du  triangle  et  le  cercle  A.  Démontrer  les  égalités  : 


(2) 


v/rtr, 
i 


■+ 


\/r,r,  +  t/r8r,  =  r, 
1  i 


y/  rîr'         y/  rlr'         y/  r^rj 


1°  Soient  A',  B',  C  les  points  de  contact  du  cercle  A  avec  les 
cotés  de  ABC,  Bj,  Bi  les  points  où  la  droite  BO  rencontre  le 


7©*« 


cercle  A;  de  plus,  soit  Bj  celui  de  ces  points  qui  appartient 


(*)  Cet  énoncé  rectifie  et  généralise  celui  qu'a  proposé  récemment 
M.  A.  Goldenberg,  professeur  à  Saint-Pétersbourg,  dans  le  Journal 
«  Messager  de  physique  expérimentale  et  de  mathématiques  élémentaires  ». 

publié  à  Kiev. 

11  y  a  deux  cercles  touchant  deux  côtés  du  triangle  et  le  cercle  inscrit. 
Les  quantités  ptl  r„  r,  désignent  le  rayon  des  circonférences  considérées 
qui,  après  avoir  touché  deux  côtés,  coupent  le  troisième  en  des  points 
imaginaires. 
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à  l'arc  A'C'  dont  la  convexité  est  tournée  vers  B.  On  a  donc 
BTOG'  =  A/KG'. 
Si  !a  perpendiculaire  élevée  en  B±  sur  BBj  coupe  AB  en  N, 
et  si   la   bissectrice   de  l'angle  BNBt  coupe  BBt  en  Oj,  le 
point  02  est  le  centre  du  cercle  A2  tangent  aux  côtés  BA,  BG 
et  au  cercle  A,  en  B1?  et  l'on  a 

02B,  =  rt. 
Le  triangle  02TsT0  étant  rectangle  en  N,  on  a 

Nff  =  NB,  =  y/OA-BiO  =  V7^- 
Soient  :  0'  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  A'B'G'; 
r  son  rayon;  A",  B',  G"  les  points  de  contact  avec  les  côtés 
et  2//  le  périmètre  de  A'B'C'. 

Puisque  NOl7  =  -  B^ÔG7  =   -A'ï/G'  =  (fjTC".  les  triangles 

2  2 


rectangles  NOC,  O'B'C"  sont  semblables;  donc 

XG'  _  O'G'  yjrr%  _       /r,  r' 

t/O  ""  CTB'  '        °U       ~7~  ="  V  7  ~    p'  -  6' 
On  a,  de  même, 


y    r        p    —  a  y    r 


p    -  c 


et,  par  suite, 

(/•'/>'  i 


-     >    \/fif^  =  r'*y    — ; ; : r 

r  **  **  { v  —a)(u—  b  ) 


=  i. 


(p— a' )(p— b')     i>\jt'—a')(p'—b')(p  —v) 
2°  On  a  d'abord 

n'c  =  k'bî  =  v7  >•>•:. 

Mais  NÔY  est  droit,  puisqu'il  est  formé  par  les  bissectrices 
de  deux  angles  adjacents.  On  a  donc 
(T7-  =  NG'.N'G', 

/—         r 
d'où  v  i'-2  ~  ~7=,  ' 

Par  suite         r  =   jV  V^rira  —  7'2    7     / — '  * 


ou  finalement 
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ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES  SECTIONS    COXIQUES 
Par  M.  Auguste  JBorel. 

(Suite,  voir  p.  78.) 


32.  Problème.  — Étant  donnée  une  sécante  menée  par  un 
point  0,  calculer  le  produit  OP  X  OQ  des  segments  déterminés 
sur  cette  sécante  par  les  points  de  rencontre  avec  la  conique. 

Décrivons  le  cercle  excentrique  du  point  0;  la  droite  QPO 
rencontre  la  directrice  DDt  au  point  R;  FR  coupe  le  cerc'e  aux 
points  p  et  q,  tels  que  Op,  Oq  sont  respectivement  parallèles  à 

FP,  FQ.  Cela  posé,  les 
triangles    semblables 
ROp,  RPF  donnent 
OP       OR 
¥p  ~  Rp" 
De  même,  des   tri- 
angles    ROq,     RQF, 
on  tire 

OQ  _  OR 
Fry  ~~~  Ra  ' 
En    multipliant,    il 
vient 
OP  .  OQ  OR2 

Fp  .  Fr/  ~~~  l\p  .  Rb 
ORj- 
EU»  ' 


Fia.  8. 


Or,  le  point  0  étant  donné,  le  cercle  excentrique  est  <onmi 
de  rayon;  par  conséquent  le  produit  V)> .  Fq  est  connu.  Le 
second  membre  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  corde; 
car,  pour  une  direction  donnée,  le  triangle  ORZ  est  connu,  el 

OR 

par  suite,  le  rapport  —  est  connu.  Il  en  est  de  même  du  rap- 

poil-y>  qui  est  égal  à  l'excentricité;  et  par  suite  L'expression 
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OR2  -  O/2  R*2  , ,  .     ,      rt  ,     ,  OR2 

T77T* '  ou ——,  est  déterminée.  On  connaît  donc  — — >    et 

UZ2  OZ2  Rf2 

par  suite  le  produit  OP  .  OQ. 

33.  Corollaire  I.  —  Considérons  deux  cordes  issues  d'un 
même  point  0,  et  rencontrant  la  directrice  aux  points  R,  R'. 
Soient  P,  Q  les  points  d'intersection  de  la  première  droite 
avec  la  conique;  P',  Q' les  points  d'intersection  de  la  seconde 
avec  la  conique.  Nous  avons 

OP  .  OQ  _  OR2     OR'2 
OP'  .  OQ'  ~  KF  ''  RY2" 
Considérons  maintenant  un  autre  point  Ot  ;  et,  par  ce  point, 
traçons  les  droites  OjP^  O^î  respectivement  parallèles  à  OP, 
OP';  nous  avons  aussi 

OiPi  •  OiQi  =  O^Rï  m  OJfr 
O.Pi.O.Qi  "  R^  "  R^i2  ' 
Mais  les  seconds  membres  des  égalités  précédentes  sont 
égaux.  En  effet,  comme  on  l'a  observé  plus  haut,  le  rapport 

OR2 

-—  ne  dépend  que  de  la  direction  de  OR;  il  est  donc  égal  à 

1  ,,  •  Pour  la  même  raison,  nous  pouvons  dire  que 
Ri'ï 

OR'2  _  OtRÎ* 

RT7  ~  B\tf' 
On  aboutit  ainsi  à  la  propriété  suivante,  particulièrement 
remarquable  : 

Si,  par  un  point  quelconque  du  plan  d'une  conique,  on  mène  des 
sécantes  parallèles  à  deux  directions  fixes,  le  rapport  des  rectangles 
des  segments  déterminés  sur  les  cordes,  par  le  point,  est  indépendant 
de  la  position  du  point  et  ne  dépend  que  de  la  direction  des  cordes. 

34.  Corollaire  II.  — Pour  que  les  rectangles  des  segments 
déterminés  sur  les  deux  cordes  soient  égaux,  il  faut  que  l'on 
ait  : 

OR2       OR'2 


R/2        RY2 
Or,  pour  une  direction  donnée  de  cordes,  on  a  OR  =  OZ.m: 
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puis  0/  =  A\0Z.  Ainsi,  les  deux  nombres  m  et  m'  doivent 
vérifier  l'éeralité 


nr  m 


'2 


m2  -  k*       m'2  -  1;- 
ce  qui  entraîne  la  relation 

m  =  m'. 
Par  suite,  les  droites  OR,  OR'  doivent  être  égales  (Mitre 
elles;  ce  qui  exige  qu'elles  soient  également  inclinées  sur  OZ, 
et,  par  suite,  sur  l'axe. 

35.  Théorème.  —  Si  un  cercle  coups  une  conique  en  quatre 
point*  et  que  l'on  joigne  ces  points  deux  à  deux,  chacun  des  couples 
de  droites  ainsi  menées  forme  deux  droites  déterminant  avec  cha- 
cun des  axes  un  triangle  isoscèle. 

Soient,  en  effet  P,  Q,  M,  N  les  quatre  points  communs.  Les 
droites  PQ,  MN  se  coupent  en  un  point  0;  et,  ces  quatre  points 
étant  sur  un  cercle,  on  a 

OP.OQ  =  OM.ON. 

Ainsi,  d'après  le  corollaire  précédent,  les  droites  OPQ,  OMN 
sont  également  inclinées  sur  l'axe. 

36.  Problème.  —  Mener,  par  un  point  T.  une  tangente  à  une 
conique  dont  on  connaît  un  foyer,  la  directrice  et  le  sommet. 

Prenons  le  cercle  excentrique  du  point  T;  et,  par  le  foyer  F, 
menons  à  ce  cercle  des  tangentes  Fm,  F/i.  La  tangente  Ftn 
rencontre  la  directrice  en  A;  la  droite  TH  est  tangente  à  la 
conique.  Pour  avoir  le  point  de  contact,  menons  'ïm;  et.  par  Le 
point  F,  une  droite  FM,  parallèle  à  Tm;  M  est  le  poinl  île 
contact  cherché. 

La  tangente  Fn  donne,  de  même,  une  seconde  tangente  TN. 

37.  Problème. —  Mener, parallèlement  à  une  direction  donnée, 
une  tangente  à  une  ionique  dont  on  mimait  un  foyer,  la  directrice 
cl  h  sommet  correspondant. 

Si  nous  pouvons  déterminer  les  points  de  rencontre  de  La 
courbe  et  du  diamètre  conjugué  de  La  direction  donnée,  nous 
aurons  les  points  de  contacf  des  tangentes  cherchées. 
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Pour  cela,  par  le  sommet,  traçons  une  parallèle  AB  à  la 
direction  donnée,  et  cherchons  le  second  point  d'intersection 
B  de  cette  droite  et  de  la  courhe,  en  décrivant  le  cercle  excen- 
trique du  point  A,  qui  passe  par  le  foyer  F,  et  en  cherchant  le 
point  b  où.  il  rencontre 
la  droite  FC. 

Menons  ensuite  FB, 
parallèle  à  A6;  nous 
avons  le  point  B. 
Prenous  le  milieu  U 
de  AB,  et  joignons-le 
au  point  H  où  la 
directrice  rencontre 
la  perpendiculaire 
menée  du  foyer  à  la 
direction  AB.  La  droite 
UH  est  le  diamètre 
conjugué  de  AB. 

Pour  trouver  les 
points  d'intersection 
de  UH  et  de  la  co- 
nique, prenonslepoint 
I  de  UH  qui  se  trouve 
sur  la  parallèle  à  la 
directrice  menée  par 
le  point  A.  Le  cercle  excentrique  du  point  I  est  égal  au 
cercle  excentrique  du  point  A;  il  rencontre  FH  en  deux 
points  m,  n;  en  menant  FM,  FN  respectivement  parallèles  à 
lm  et  In,  nous  aurons  les  points  de  rencontre  du  diamètre  HU 
avec  la  courbe,  et,  par  conséquent,  les  points  de  contact  des 
tangentes  demandées. 

Sur  la  figure,  le  point  M  est  seul  déterminé;  le  point  N  se 
trouvant  hors  des  limites  du  cadre. 

(A  suivre.) 


Fig.  0. 
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SUR  L'ORIGINE  DU  MOT  ORTHOCENTRE 

Par  M.  E.  Visarié. 


Depuis  quelques  auuées  on  emploie  le  terme  orthocentre 
pour  désigner  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle.  Ce  néologisme  commode  a  été,  inexactement,  présenté 
comme  dû  à  James  Booth. 

Getle  dénomination  parait  avoir  été  introduite  en  France 
par  M.  A.  Morel,  dans  la  traduction  de  plusieurs  passages  d'un 
ouvrage  de  James  Booth  qu'il  publia,  en  4879,  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires.  M.  Morel  disait  :  «  L'auteur 
(J.  Booth)  a  précédemment  défini  le  triangle  orthocentrique, 
le  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs.  Le 
point  de  concours  des  hauteurs  a  élé  appelé  par  lui  ortho- 
centre. »  Or,  après  avoir  parlé  des  transversales  réciproques 
et  des  points  inverses,  James  Booth,  s'occupant  du  point  de 
concours  des  hauteurs  s'exprime  ainsi  :  a  Ce  point  que  l'on 
rencontre  souvent  en  Géométrie,  a  été  appelé  par  quelques  géo- 
mètres, Fortlwcenlre.  Nous  adopterons  désormais  ce  terme.  s  Et 
il  ajoute  «  le  triangle  formé  en  joignant  les  pieds  des  trois 
hauteurs  pourra  dès  lors  être  appelé  triangle  orihocentriq 

James  Booth  étant  mort  en  1878,  nous  nous  sommes  adressé 
pour  nous  renseigner  plus  exactement,  à  M.  R.  Tucker,  dont 
la  compétence  en  ces  matières  est  incontestable,  et  à  M.  H.  Be- 
sant  que  M.  T.  C.  Simmons  nous  avait  signalé  comme  étant 
le  promoteur  du  mot  orthocentre,  «  ce  terme,  nous  écrivait 
dernièrement  M.  Besant,  a  été  proposé  par  M.  le  Dr  Ferrera 
et  par  moi  à  Cambridge  en  1866-07.  Trouvant  longue  et 
incommode  cette  phrase  :  point  d'intersection  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  sommets  d'an  triangle  sur  les  côtés  opposés  (*), 
nous  avons,  pour  la  remplacer,  adopté  le  terme  d'orthocentre, 

(*)On  disait,  et  l'on  dit  encore  dans  renseignement,  point  de  concourt  de* 

luiukurs,  ou,  quelquefois,  centre  des  hauteurs  pour  désigner  le  point  de 

urs  des  hauteurs  du  triangle;  et  cette  dernière  périphrase  nous 

Bemble  presque    aussi     impie  que  le  tenue  orthocentre  qui  deviendra 
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que  nous  avons  formé  avec  deux  mots  grecs.  Dans  les  écrits, 
cette  dénomination  a  été  employée  pour  la  première  fois  dans 
le  chapitre  sur  l'hyperbole  équilatère  de  mon  ouvrage  Geome- 
trical  conics  (*)  paru  en  1869...  » 

D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (J.  S.,  1887,  p.  39), 
M.  H.  Besant  avait  indiqué  ce  terme  à  ses  élèves  dès  1870. 
M.  Tucker  nous  a  en  outre  fait  remarquer  qu'on  trouve  ce 
néologisme  dans  un  article  de  M.  Besant,  paru,  la  même  année, 
dans  The  Quarterly  Journal;  «  mais,  en  1866,  dans  la  même 
publication,  ii  se  servait  de  l'expression  «  point  d'intersection 
des  perpendiculaires  ». 

D'après  ces  renseignements,  M.  H.  Besant  serait  donc  l'in- 
venteur du  mot  orthocentre  attribué  à  tort,  à  J.  Booth. 

AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

JUILLET  1889 


Section  des  Sciences  mathématiques. 

Algèbre  et  Trigonométrie  (8  juillet,  7  h.) 

1°  Quelles  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  que  l'on  puisse 
attribuera  l'un  des  côtés  d'un  triangle  dont  le  périmètre  est  égal  à  12  mè- 
tres et  dont  la  surface  mesure  6  mètres  carrés? 

2°  Soient  a,  b,  c,  les  trois  côtés  d'un  triangle  ;  on  désigne  par  a  le  plus 
grand  côté  et  par  c  le  plus  petit;  de  sorte  que  l'on  a 

a  >  6  >  c. 

On  demande  entre  quelles  limites  reste  compris  a,  entre  quelles  limites 
restent  compris  b  et  aussi  c,  lorsque  l'on  considère  tous  les  triangles  dont 
le  périmètre  est  égal  à  12  mètres  et  dont  la  surface  mesure  6  mètres 
carrés  ? 

Sfo  '.  —  La  solution  exigeant  la  résolution  d'équations  de  degré  supérieur  au  second,  les  candidats 
devront  résoudre  ces  équations  numériquement,  a  0.001  près,  par  approximations  snecessivi  -. 

difficilement  classique.  C'est  que,  en  effet,  le  néologisme  en  question  est 
surtout  utile,  daus  la  Géométrie  du  triangle,  par  les  expressions  diverses 
qu'on  y  peut  rattacher  (le  triangle  orthocentrique.  par  exemple,  cité  plus 
haut);  mais  cet  avantage  apparaît  peu  dans  l'enseignement  classique  de 
la  Géométrie  élémentaire.  G.  L. 

(*)  M.  II.  Besant  est  l'auteur  de  plusieurs  ouvrages  de  mathématiques 
très  appréciés  en  Angleterre.  Parmi  ceux-ci  nous  citerons  :  A  treatise  on 
Du  no  n  ti<s,  —  Hydrostatics,  12e  édition,  —  Hijdromcchanks,  4°  édition, — 
Conic  Sections  treutcd  geomelrieatty,  6e  édition.  Notes  ou  Roulettes  and  Glis- 
settes,  1870.  (Voyez,  dans  les  Nouvelles  Annales,  une  analyse  détaillée  de 
cet  ouvrage;  1871.) 
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Géométrie  descriptive  (9  juillet,  7  h.). 

Un  tétraèdre  ABGD  a  ses  arêtes  oppose'es  égales  deux  à  deux,  savoir, 
en  centimètres  : 

AB  =  CD  =  9,       AG  =  BD  =  8,       AD  =  BG  =  7. 

1°  On  demande  de  placer  ce  tétraèdre  de  telle  manière  que  les  arêtes 
AB  et  CD  soient  horizontales,  AB  au-dessus  de  CD,  et  que  l'arête  AC  soit 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection,  le  tétraèdre  tout  entier  étant  en 
avant  du  plan  vertical  contenant  AC;  enfin  le  sommet  A  devra  être  à  gau- 
che et  le  sommet  C  à  droite  de  l'épure.  Trouver  les  centres  et  les  rayons 
des  sphères  circonscrite,  inscrite  et  es-inscrites  au  tétraèdre;  dire  quelle 
est  la  figure  formée  par  ces  centres  et  les  sommets  du  tétraèdre  ; 

•2"  Des  sommets  du  tétraèdre  on  abaisse  les  perpendiculaires  sur  les 
faces  opposées  :  ces  quatre  hauteurs  sont  sur  un  même  hyperboloïde.  On 
demande  de  représenter  la  portion  de  cet  hyperboloïde  qui  est  intérieure 
au  parallélipipède  rectangle  formé  par  les  plans  horizontaux  qui  contien- 
nent les  arêtes  AB  et  CD,  par  les  plans  parallèles  au  plan  vertical  qui 
contiennent  l'un  l'arête  AC,  l'autre  le  sommet  B,  et  par  les  plans  de  profil 
entre  lesquels  le  tétraèdre  est  contenu. 

—  On  espacera  le  plus  possible  les  projections  horizontale  et  verticale. 

Mécanique. 

L'arbre  A  d'une  machine  a  oœ,2  5  de  rayon.  Une  poulie  B,  de  om,  10  de 
rayon,  est  calée  sur  un  axe  qui  est  parallèle  à  l'arbre  et  qui  a  om,o  1  de  rayon 
La  tangente  commune  MN  aux  circonférences  de  l'arbre  et  de  la  poulie 
est  horizontale. 

I.  Sur  l'arbre  et  sur  la  poulie  on  place  une  barre  MN  pesant  ?o  kilo- 
gramme?, et  portant  un  poids  P  de  750  kilogrammes,  lequel  est  suspendu 
au-dessous  du  centre  de  gravite  de  MX.  Au  point  N  de  MN  est  fixé,  par 
une  de  ses  extrémités,  un  cordon  dont  l'autre  extrémité  est  attachée  à 
un  dynamomètre. 

Après  avoir  supprimé  la  liaison  entre  l'arbre  et  les  dillerents  appareils 
dont  il  commande  le  mouvement,  on  met  la  machine  en  marche.  L'arbre 
fait  alors  20  tours  par  minute;  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  la  barre 
MX  est  équidistante  des  axes  de  l'arbre  et  de  la  poulie;  enfin  le  dynano- 
mètre  indique  que  la  tension  T  du  cordon,  supposé  horizontal,  est  égale 
à  200  kilogrammes.  Quelle  est,  en  chevaux,  et  à  l'allure  de  20  tours  par 
minute,  la  force  de  la  machine: 

L°  En  supposant  que  l'axe  de  la  poulie,  préalablement  calé,  ne  puisse 
pas  tourner  sur  ses  coussi: 

±>  Eu  supposant  que  l'axe  de  la  poulie  soit  libre  de  tourner  sur  ses 
coussinets. 

Le  coefficient  de  frottement  de  la  barre  sur  la  poulie  est  égal  à  -;  celui 

de  l'axe  «le  la  poulie  sur  ses  coussinets  est  égal  à  -.  On  néglige  le  poids 

de  la  poulie. 

II.  —  On  enlève  la  barre  MX  et  on  enroule  sur  l'arbre  A  une  corde  qui 
fait  deux  tours  et  demi  sur  la  circonférence  de  cet  arbre.  L'une  des  ex- 
trémités de  la  corde  est  attachée  à  un  point  lise  du  sol,  l'autre  extrémité 
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porte  un  poids  Q.  Dans  ces  conditions,  la  machine  fait  10  tours  à  la  mi- 
nute et  sa  force  est  de  3  chevaux.  On  demande  quelle  est  la  valeur  du 
poids  Q. 

Le  coefficient  de  frottement  de  la  corde  sur  l'arbre  est  égal  à  -.  On  né- 

gligo  le  poids  de  la  corde. 


BACCALAURÉAT  ÈS-SCIENCES  (juillet  1889). 


ACADÉMIE  DE  GRENOBLE 

Première  Série-  —  1°  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

a  sin  x  •+-  b  cos  x  =  c. 
Application  à  l'exemple  : 

y/3  cos  x  —  sin  x  =  y/  2. 
2°  Réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 

Note.  —  Dans  l'application  numérique,  on  doit  observer  que 

sjï  —  tg  6o°. 
On  a,  par  suite, 

sin  (60  —  x)  =  V '2  cos  60  =  —  =  sin  45°. 

La  solution  la  plus  simple  est  donnée  par  l'égalité 

60  —  x  =  45,  d'où  x  =  i5°,  etc. 

Les  formules  connues 

8ini5°  =  -i/- */-,  cosi5°=-i/-4 — i/-> 

2V2        2V2  2V2       2V2 

donnent  d'ailleurs,  comme  vérification  du  résultat  précédent, 

s]3  cos  1 5°  —  sin  1 5°  =  \[i. 

Deuxième  Série.  —  1°  Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  on 
connaît  l'hypoténuse  BG  —  a,  et  la  somme  /  des  deux  côtés 
de  l'angle  droit  et  de  la  perpendiculaire  AH  abaissée  du  som- 
met de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse.  Calculer  cette  hauteur 
AH  et  les  côtés  de  l'angle  droit.  Discussion. 

—  2°  Énoncer  le  principe  de  la  transmission  du  travail  dans 
les  machines,  vérilier  ce  principe  dans  le  cas  de  la  poulie 
mobile,  à  cordons  parallèles,  et  dans  le  cas  d'un  corps  pesant 
en  mouvement  sur  un  plan  incliné, 
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Note.  —  En  posant  BGA  =  x,  on  est  conduit  à  l'équation  trigono- 
métrique 

l 

-  —  sin  x  +  cos  i  +  sins  cos  x. 
a 

On  posera,  pour  résoudre  cette  équation, 

sin  2X  =  y  ; 

y  est  donné  par  une  équation  du  second  degré,  etc. 

Troisième  Série.  —  1°  A  un  cube  donné  on  inscrit  une 
sphère,  puis  on  inscrit  un  cube  à  cette  sphère,  et  une 
sphère  dans  ce  dernier  cube,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
On  demande  :  1°  Ja limite  de  la  somme  de  tous  les  cubes;  2°  la 
limite  de  la  somme  de  toutes  les  sphères. 

2"  Extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre,  à  moins  de 
—  près.  Théorie.  Extraire  la  racine  carrée  de  —  à  moins  de  — 

M  5  IO 

Note.  —  Le  côté  p  d'un  cube  inscrit  à  une  sphère  de  rayon  R  est 
donné  par  la  formule 

2R 

D'après  cela,  en  désignant  par  a,  le  côté  du  premier  cube  C,  et  par  Rt 
le  rayon  de  la  première  sphère  Sn  on  voit  que  l'on  doit  sommer  la  pro- 
gression géométrique  décroissante 


=  "l 


2b 


La  seconde  somme  est         V  —  -  irV 

6 


Quatrième  Série.  —  1°  Deux  circonférences  égales  0  el  <>', 
de  rayon  R,  contiennent  chacune  le  centre  de  l'autre;  on 
demande  de  déterminer  une  troisième  circonférence,  telle  que 
0",  tangente  aux  circonférences  0  et  0'  et  à  la  ligne  des  cen- 
tres. On  pourra  déterminer  0"  par  son  rayon  x  et  par  la 
distance  y  de  son  point  de  contact  I  avec  00'  à  l'un  des  centres 
0  ou  0'. 

2°  Démontrer  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forco.3 
concourante-  par  rapport  à  un  point  de  leur  plan  est  égal  à 
la  somme  algébrique  des  moments  des  composantes. 

Note.  —  Los  triai]  00"I,  00"i,  donnent 

R    |-  x)*  =  .'  ,  ',     et     (R  —  x,"  =  x*  -f-  ,'/•• 

Ces  relations  simplifiées  devionnenl 

t    2%     et     H-  -  Alv-  if. 
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On  a  donc  2y2  +  2~Ry  —  R*  —  o, 

R\/3       R 
d  ou  y  = » 

Rs'3 
et  par  suite,  œ  =  — ï— • 

4 

De  ces  formules  on  déduit  une  construction  très  simple  pour  résoudre 
le  problème  proposé. 

Soit  AB  la  corde  commune;  du  point  K,  milieu  de  AB,  avec  KA  pour 
rayon,  décrivons  un  arc  de  cercle;  cet  arc  rencontre  la  droite  00'  au 
point  I.  De  plus,  si  au  milieu  de  KA  on  élève  une  perpendiculaire,  elle 
passe  par  le  centre  inconnu  0".  Celui-ci  est  donc  déterminé  par  cette 
droite  et  par  la  perpendiculaire  élevée,  au  point  I,  à  la  ligne  00'. 

On  peut  citer  ce  problème  comme  présentant  une  application  très 
heureuse  de  la  méthode  analytique.  Le  problème  étant  mis  en  équation, 
et  celle-ci  étant  résolue,  on  est  conduit  à  des  formules  permettant  de 
trouver  les  éléments  de  la  construction,  par  des  tracés  remarquablement 
simples. 

Cinquième  Série.  —  1°  On  donne  le  volume  d'un  tronc  de 
cône,  ainsi  que  sa  hauteur  et  le  rayon  de  l'une  de  ses  bases  : 
calculer  l'autre  rayon.  Discussion.  Conditions  de  possibilité. 

2°  Quelle  est  la  limite  de  \'a  quand  n,  entier,  croit  indéfini- 
ment? Démonstration. 


QUESTION  289 

Solution  par  M.  Ignacio  Beyens,  capitaine  du  Génie,  Cadix. 


Sur  les  côtés  d'un  triangle  FGL,  on  prend  FK  =  f,  GI  —  g; 
puis  on  trace  les  perpendiculaires  KN,  IN  à  ces  côtés.  Prouver  que 

LN2  ■=  -^—r  (f2  +  g2  +  l2  -  2gl  cos  F  -  2f  1  cos  G  -  2fc  cos  L). 
siu2Lv        &  s  ; 

Dans  celte  égalité,  f,  g,  1  désignent  les  côtés  du  triangle  FGL. 


On  a  KL  =  FL  -  KL  =  g  -  f, 

KN  =  SN  -  SK. 
SI         SL  +  LI 


SN  = 


sin  L  sin  L 


LK         g  -  f 

bL  —  —  =  r-  »         LI  =  g  —  f. 

cos  L        cos  L  J 


11  2 

d'oïi 
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_  9  -  f  +  (9  -  f)  cos  L 
sin  L  cos  L 

(g  -  f)  sin  L 


SN  = 


SK  -  (g  -  f)  tang  L 


cos  L 


Mais 

On  a  aussi 


LN2  =  KL2  +  KN2. 

9  —  f  -+-  (g  -  f) siQi  L 


ou  bien 
et 


KN  =  SN  -  SK  = 

sin  L  cos  L 

r  v       9  ~  f  +  (9  ~  f)  cos  L 

K1N   =    : — ; , 

sin  L 


LN2  =  -j-L-  [(?  -  /*  +  (g  -  f)  cos  L)»  -4-  {f  -  gf  sin*  L)], 
sin   i-i 


ou 


LN2  = 


[(9-f)% 


sin2  L 
4-  2  (g  —  fY  cosL 
+  (f—  g)%  cos-  L 
+  (/*-  g)'  sin-  L], 
ou  enfin 

i 


>i       (1)     LN2 


sin*  L 
/   S*  [g*  -  2fg  +  f* 

+  2(g--  2fg  +  f-)  cos  L 

;>'"     ,  +  f  -  2/&  +  g%l 

D'ailleurs, 
l  =  g  cos  F  +  /  cos  G, 
<?  =  /  cos  F  4-  /"cos  L, 
f  =  l  cos  G  +  j  cos  L, 

/'-  =  f*  +  y2  —   if  g  COS  L. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  relations,  l'égalité  (1)  devient 

LN2  =   -r^y  [/*"  +g*  +  l*-  2fg  cos  L  -  2g(f  -  g  cos  L) 

î   î  j 

zf(9  -  f  cos  L)] 


sins 


ou 
LN4  = 


.  .  _   [f2  +  g1  4-  i2  -  2fg  cos  L  -  2nl  cos  F 

sur  L 

—   2/7  COS  G],  C.  Q.  F.  D. 
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QUESTION  295 

Solution  par  M.  A.  Boutin. 


Soient  a,  (3,  y  trois  circonférences  deux  à  deux  tangentes  aux 
points  A,  B,  C  (A  désigne  le  point  de  contact  de  S  et  y,  etc.). 
Les  droites  CB,  AB.  rencontrent  b  en  des  points  P  et  Q.  Démon- 
trer que  la  droite  PQ  pas:  e  par  le  centre  de  (3  et  qu'elle  est  parallèle 
à  la  ligne  des  centres  des  circonférences  x  et  y. 

Traçons  xp,  xy,  Sy,  pP,  &Q. 

C  étant  un  centre  de  similitude  des  circonférences  x,  P;  [JP 
est  parallèle  à  aB.  De  même,  A  étant  un  centre  de  similitude 
des  circonférences  p,  y  ;  SQ  est  parallèle  à  yB.  Or  les  trois  points 
x,  B,  y  sont  en  ligne  droite;  les  trois  points  a,  B,  y,  sont  en 
ligne  droite;  les  trois  points  P,  (3,  Q  sont  donc  aussi  en  ligue 
droite. 


QUESTION  296   - 

Solution  par  M.  A.  Boutin. 


Soient  un  triangle  ABC  équilatéral,  <'l  une  circonférence  con- 
centrique: tous  les  triangles  dont  les  sommets  sont  les  projections, 
sur  les  côtés  ABC,  d un  point  mobile  sur  cette  circonférence,  ont 
même  angle  de  Brocard.  (J.  Neuberg.  ) 

Soient  0,  le  centre  de  ABC;  M,  un  point  de  la  circonférence 
considérée;  x  l'angle  de  OM  avec  le  côté  BC;  y  le  rayon  du 
cercle  inscrit  à  ABC:  d  le  rayon  OM;  x,  ij,  z,  les  distances 
de  M  aux  trois  côtés  de  ABC. 

D'une  manière  générale,  on  sait  que  l'angle  de  Brocard  est 
donné  par  la  formule 

rt2  -4-  b2  -+-  c2 

cotg  6  =  = • 

4S 
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On  a  donc,  dans  le  cas  présent, 

2_,  (&2  +  y"  +  2®y  cos  6o°)        ^,-£2  H — \.2# 
cotg  6  =  =  — 

D'ailleurs  : 

x  —  r  4-  d  sin  a, 

y  =  r  —  d  cos  (3o°  —  a), 

s  =  r  H-  d  sin  (6o°  —  a). 
On  en  tire 

y^x1  =  3;-2  +  d\         2  X1J  =  3r?  ~  -  r'2> 

4 

_        1  >"2    _|_    //2 

d'où  colgO  =  y/3-  ,  • 

Cette  quantité  est  indépendante  de  a,  le  théorème  est  donc 
démontré. 

Remarques.  —  On  déduit  encore,  de  ce  qui  précède,  les  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  M  aux  trois 
côtés  de  ABC,  est  constante  ; 

2°  La  surface  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  projectious 
de  M  sur  les  côtés  de  ABC,  est  constante; 

3°  La  somme  des  carrés  des  côtés  du  même  triangle  est 
également  constante. 


QUESTION  297 

Solution  par  M.  A.  BoOTIN. 


Étant  donnes,  dans  un  même  plan,  deux  triangles  ABC,  A'B'C, 
trouver  trois  masses  x,  p,  y,  telles  que  si  on  les  applique,  soit  en 
A,  B,  C,  soit  en  A',  B',  C\  elles  aient  même  centre  de  gravité. 

(J.  Neuberg 

Soient  (a?t ,  yt){x%  ,  yt)(x, ,  yz)(x[ ,  yi)(a& ,  y%){x^ ,  &)(x ,  y)  Les 

coordonnées  des  points  A,  B,  C,  A',  B',  C,  et  du  centre  de  ,ma 
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vite  commun  des  masses,  par  rapport  à  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY,  dans  le  plan.  Les  équations  du  problème  sont  : 
x(v.  4-  p  4-  y)  =  a?ia  4-  %$  +  aVf  =  x'ia  +  X?P  +  Œ&l* 
y  («.  +  p  +  y)  =  y±*  +  y2p  +  y3y  =  y\*  +  y'$  +  y'rf. 
En  posant,  pour  abréger, 

yz  -  yl  V2  -  y\ 

xx  -  x\,  x3  —  Xz 

Vi  -  vu  y3  -  yî 

x2  —  x2,  xr  —  x\ 

y%  -  y'i-  !ji  -  >A 
«  =  1     Jl 

D       D'       D"' 


D    = 

D'  = 


on  a 
et 


x  = 


5C,D  4-  xj)'  4-  X3D" 

D  +  1)'  +  D" 


ytD  +  y2D'  +  </3D" 
D  -+-  D'  4-  D" 


QUESTION  298    ^ 

Solution  par  M.  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


Si  deux  triangles  sont  symétriques  par  rapport  à  un  point,  les 
transversales  réciproques  des  côtés  de  l'un,  par  rapport  à  l'autre, 
sont  concourantes.  (d'Ocagne.) 

Soient  ABC,  A 'B  G'  les  deux  triangles  symé  triques  considérés . 
La  transversale  réciproque  de  A'C,  par  rapport  à  ABC,  est 
parallèle  à  AC  et  l'ou  voit  sans  peine  qu'elle  coupe  la  droite 
C'C",  qui  joint  G'  au  point  G",  milieu  de  AB,  en  un  point  a> 
symétrique  de  G',  par  rapport  à  G".  Ce  point  G"  étant  le  centre 
d'homothétie  des  triangles  A' B'C',  A"B"G",  ou  voit  que  les  trois 
transversales  considérées  concourent  au  même  point. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  A.  Boutin. 
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QUESTION  299 

Solution  par  M.  A.  Boutin. 


Par  un  point  M  du  plan  du  triangle  B(J,  mener  les  deux  trans- 
versales réciproques  qui  passent  par  ce  point.  Dans  quelles  régions 
du  plan  doit  se  trouver  M  pour  que  la  solution  soit  réelle. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y,  les  côtés  AB,  AG. 

Soient  a,  [=;  les  coordonnées  de  M  ;  p,  q  les  coordonnées  à 
l'origine  d'une  des  transversales,  celles  de  sa  réciproque  sont 
c  —  p,  b  —  q.  On  a 

y.        r; 

-  -+■  -  =   i  • 

/'        'I 


c  —  p       b  —  q 
Ces  équations  déterminent  les  inconnues  p,  q. 
La  première  donne 

P    -    7. 

et  l'on  a 

p2(2P,  —  b)  —  c/)(2p  -  b)  +  *(a6  +  cf,  —  be)  =  o. 

Cette  équation,  bien  que  du  second  degré,  ne  donne  qu'un 
couple  de  transversales  répondant  à  la  question.  En  effet,  la 
somme  de  ses  racines  étante,  si  l'une  des  racines  estp',  l'autre 
est  c  —  //;  par  suite,  les  deux  valeurs  de  />  représentent 
L'abscisse  à  l'origine  de  l'une  des  transversales,  et  l'abscisse  de 
la  réciproque. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  les  valeurs 
de  p  soient  réelles,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

:.  —  h)2  —  4«{2p  —  b)(*b  -+-  c:j  —  bc)  >  o, 
ou 

h  \  I C  jl         X 

h  ~  c 


:-')(:—)( 


2  2/ 

Ainsi  M  ne  doit  être  .situe  ni  a  L'intérieur  du  triangle  qui  B 
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pour  sommets  les  milieux  des  eûtes  de  ABC,  ni  daus  les  régions 
opposées,  par  le  sommet,  à  l'intérieur  de  ce  triangle. 

En  particulier,  si  M  est  situé  sur  un  des  côtés  du  triangle 
qui  a  pour  sommets  les  milieux  de  ABC,  le  côté  sur  lequel  M 
se  trouve  répond  à  la  question  ;  ce  côté  est,  en  effet,  à  lui-même, 
sa  transversale  réciproque. 


QUESTION  301 

Solution  par  M.  A.  Boutiïn. 


a 

a' 

x' 

b 

b' 

y 

c 

c 

z'  1 

On  ilonne  les  deux  relations 

a  a'     x 

b  b'    y     =  o, 

c  c'     z 

on  propose  d'en  déduire  les  suivantes 

a  x     x' 

b  y    y' 

c  z     z' 


Les  deux  premières  relations  donnent 


En  éliminant  a'  il  vient 


=  o: 


a' 

x 

x' 

b' 

y 

y' 

c' 

z 

z 

c 

b 

a'  + 

a 

c 

b'  + 

b 

a 

z 

y 

x 

z 

y 

x 

c 

b 

a'  + 

a 

c 

b'  + 

b 

a 

3 

y 

x 

z 

y 

x 

(Cli.  Hermite.) 


c  =  o, 


c 

b 

~ 

II 

1  c 

b 

1  x' 

y' 

1  a 

c 

b'  + 

b 

a 

c' 

1  x 

-■ 

.'/ 

x 

1  a 

c 

b'  + 

b 

a 

c 

1  x 

z 

y' 

x' 

il 

<0: 


b       c 

y 


x 


x 


x 


b     c    |J 

x'    //'  H 
a     b  M 
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ou  encore 


ou,  enfin, 
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O, 


1 b' 

1  b 

c 

c 

1  1 
X 

a 
b 
c 

x    x' 

y  y' 

z     z 

a    x    x' 

à   y    y' 

=  0. 

c     z 

AS 

La  seconde  relation  se  démontre  par  un  calcul  analogue. 


QUESTION  305 

Solution  par  M.  Marcel  Yazou,  professeur  au  Collège  de  Saulieu. 


Par  les  milieux  A',  B',  C  des  côtés  d'un  triangle  quelconque  ABC, 
on  mène  les  symétriques  de  BC,  CA,  AB  par  rapport  à  une  direc- 
tion donnée.  Ces  trois  droites  concourent  en  un  point  du  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC. 

Soit  une  droite  D  faisant  avec  les  côtés  BC  etCA  du  triangle 
des  angles  que  je  désignerai  para,  (3,  ces  angles  étant  du  reste 


comptés  dans  le  même  sens  de  rotation.  Soient  AT,  B'P  le9 
symétriques  des  côtés  BC,  AC,  par  rapport  à  la  direction  D,  il 
s'agit  de  démontrer  411e  ce  point  appartient  au  cercle  A'B'C'. 

En  eflet,  on  a 
PB7!'  =  A  -  (rc  -  2p),         PTB'  =  B  -  2a,         (3  s  ~-  a  +  G. 

Donc  A'PB'  +  C  =  it. 
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Ainsi  la  circonférence  des  neuf  points  passe  par  le  point  P. 

La  droite  menée  par  G',  et  qui  est  symétrique  de  AB  par 
rapport  à  la  direction  donnée,  devant,  d'après  le  raisonnement 
précédent,  couper  chacune  des  droites  AT,  B'P  sur  la  circon- 
férence A'B'C,  on  voit  que  ces  droites  concourent  sur  cette 
circonférence. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  SvéchnicoS,  professeur  au  gymnase 
de  Troïtzk;  A.  Boutin;  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


QUESTION  307 

Solution  par  M.  Ignacio  Beyens,  capitaine  du  Génie,  à  Cadix. 


Résoudre  l'équation 


i  i 

+ 


x—  a       x  —  b       x  —  c       x  —  b  —  c  +  a 
et  vérifier  quelle  a  toutes  ses  racines  réelles.  (G.  L.) 

L'équation  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 

ix  —  b  —  c  ix  —  b  —  c 

(x  —  a){x  —  b  —  c  +  a)  {x  —  b)(x  —  c) 

h      _L_     Q 

Une  racine  est  donc  égale  à ;  les  autres  correspon- 
dent à  l'équation  : 

[x  —  b)(x  —  c)  +  (x  —  a)(x  —  b  —  c  -+-  a)  =  o, 
x%  —  (b  -+-  c)x  -4-  bc  -+-  x"-  —  (b  -+-  c)x  -+-  a(b  -h  c  —  a)  ~  o 
(1  )        2#2  —  2(b  +  c)x  -+-  a(b  +  c  —  a)  -+-  bc  =  o. 
Le  discriminant  du  premier  membre  (*),  changé  de  signe,  est 
(b  +  c)2  —  26c  —  2a[b  -+-  c  —  a)  :=:  (b  —  a)'1  -+-  (c  -  a)2. 
Les  racines  de  l'équation  (1)  sont  donc  toujours  réelles. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Sollertinsky,  à  Gatschina;  A.  Bou- 
tin; Svéchnicoff,  professeur  au  Gymnase  deTroïtzk;  Vazou,  professeur 
au  collège  de  Saulieu. 

(*)  Le  discriminant  de  la  forme  Ax1  -+-  iBxy  -+-  Cy-  est  AG  —  B*;  le 
signe  de  cette  quantité  décide  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
Aa;2  +  2Ba:  +  G  =  o. 

Ce  terme  pourrait  être  introduit  dans  l'enseignement  élémentaire  pour 
être  substitué  à  la  périphrase  ordinaire  quantité  soumise  au  radical;  ou  à 
certains  néologismes  qui  ont  été  proposés  mais  dont  l'introduction  ne 
paraît  pas  nécessaire,  puisque  le  mot  discriminant  existe  déjà. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


364.  —  On  donne  un  cercle,  une  corde  fixe  AB  et  une  corde 
variable  CD  de  longueur  constante.  On  joint  AC,  BD  qui  se 
coupent  en  S  puis  AD,  BG  qui  se  coupent  en  T.  Tiouver  le 
lieu  décrit  par  le  point  d'intersection  de  la  droite  ST  avec  la 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  CD,  quand  la  corde  CD  se 
déplace.  (M.  Fouché.) 

365.  —  On  donne  un  angle  quelconque  BAC  et  un  point 
fixe  P  dans  son  plan.  Par  ce  point,  on  mène  une  transversale 
quelconque  BPC  ; 

1°  Donner  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  ABC  avec  la  droite  MB',  obtenue  en 
joignant  le  milieu  M  de  BC  au  second  point  de  rencontre  B' 
de  la  parallèle  à  AC,  menée  par  B,  avec  cette  circonférence. 
Ce  lieu  est  un  cercle  dont  nous  désignerons  le  centre  par  w. 

2°  Démontrer  que  la  droite  B'M  passe  par  un  point  fixe; 

3°  Démontrer  que  si  le  point  P  décrit  une  droite,  le  centre 
(o  décrit  une  droite.  Si  le  point  P  décrit  une  circonférence 
ayant  son  centre  au  sommet  de  l'angle  donné,  que  l'on  sup- 
pose droit,  le  point  œ  décrit  une  ellipse.       (E.  Lauvernay.) 


Noi'A.  —  Nous  avons  reçu  de  M.  Bénezech  une  solution  de  la  question 
3u'i  <[ue  nous  avons  oublie  de  mentionner  dans  le  précédent  numéro. 


Erratum.  -  Question  358  (p.  95,  1.  12;  au  lieu  de  1  BM,  lisez  FBC. 


Le  Directeur-gérant, 

(i.  de  LONGCHAMPS, 


IMPRIMERIE   ilMii,HK   DBS  CHBMIMS    DB   Hîi;.    —  IMPRIMERIE  CIIAU. 
iiul  BERGERE,  10,  PARIS.  —  8844  ■'•  90. 
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PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE 

Par  M.  Louis  Bénezech. 

[Suite  et  fin,  voir  p.  97.) 


9.  —  Nous  terminerons  cet  article  en  établissant  quelques 
relations  existant  eutre  l'aire  T  du  triangle  et  les  aires  Ta, 
Tb,  Tc  des  triangles  podaires  correspondant  aux  centres  du 
cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits. 

T  Ta 

Des  formules  connues  :  y  =  2R  — >  ya  =  2R— -,  etc.  (*)  dans 

o  o 

lesquelles  S  désigne  l'aire  du  triangle,  on  déduit  : 

Y    _       Ya  Y&  Yc  2R- 

Ainsi,  toute  relation  homogène  en  y,  ya  . . .  R,  donnera  une 
relation  correspondante  pour  les  quantités  T,  Ta  . . .  S. 

Appliquons  celte  remarque  aux  principales  relations  dans 
lesquelles  entrent  les  quantités  r,  ra,  ...  R. 

I.  —  La  relation  -  =  — 1 h  -  donne  :  -=:  —  +  —  +  —  . 

Y         Ya         Yb         Yc  -L  -U  Ifc         le 

Cette  relation  peut  s'écrire  ainsi  : 

..m  vm  vm  vm 

_Y _       (a  (b  le      m 

m+1  vm  +  l  vm+l  v«»+l   » 

T  ia  lb  Tc 

mm  mm  mm  mm 

d'où  •  1°  — —  -  — —  +  —  +  —  (**)  • 

UUU-                       X      ,.m+l           vm+l  ^   vm+l   ^      m+1   V       /> 

I                     la  Tb  le 

vm                 ym  Y"»  Ym 

go    _J _        fa  _|_ 


Tm+l  mm+1  mm  +  1  mm+1 

IL  —  La  relation  ya  -+-  yb  -+-  yc  =  4R  +  y  donne  : 
Ta  +  Tb  +  Tc  =  2S  +  T. 

(*)  Elles  résultent  de  la  formule  générale  :  P  =  4R2— ,  dans  laquelle  S' 

et  R  sont  la  surface  du  triangle  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  S'  et  P 
la  surface  du  triangle  podaire  d'un  point  quelconque  du  plan  et  la  valeur 
absolue  de  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  au  cercle  circonscrit. 

rri  rn  rp  rp- 

(**)  Pour  m  =  1,  il  vient:  —  =  —  H — -  4-  -=  >     relation    donnée    par 

T2        Ta         Yb         t 
M.  Boulin.  /.  E.  Exercices  divers.  Question  130. 
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On  peut  écrire  : 


d'où 
1° 

2° 


Y™+1 

vm  +  l 
le 

Ya  ' 

+ 

+ 

m 
la 

Yb" 

vm 

le 

rp»!  +  l 

+ 

rpm  +  l 

+ 

rpm  + 1 

m 
la 

Yb" 

le 

la 

+ 

Tm+1 

+ 

ym  +  1 
le 

+ 


(2R)m  ym 

gmfl  'J'm  +  l 


,m— lj?m 


Y"* 
0m+2]^m  +  l  yTn  +  1 


rpm  rpm  rpj; 

III.  —  La  formule  connue 

R   _   (y a  +  Yb)(Y^   +   Ye)(ïe   +   Ta) 
YaYb   +   YbYc  +   Ycïa 

se  transforme  en  : 

zT  =  (Ta  +  Tb)(T„  +  Te)(Tf  +  1 


Taïb  -4-  TbTc  +  TcTa 
qui  donne  l'expression  de  l'aire  du  triangle  en  fonction  des 
triangles  podaires  des  centres  des  cercles  ex-inscrits. 

IV.  —  Nous  avons  vu,  théorème  I,  que  les  relations 

Ya  =  Y  +  Yb  +  Yo      Yb  "+-  Yc  =  2R,      ya  —   y  =  2R, 

caractérisent  un  triangle,  rectangle  en  A.  Par  conséquent,  il 
en  sera  de  même  des  relations  : 

Ta  =  T  +  Tb  +  Tc,    Tb  +  T.  =  S,    Tu  -  T  =  S, 
et,  plus  généralement,  on  pourra  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  XVII.  —  Dans  tout  triangle,  rectangle  en  A.  : 

rpm+l  rpm  +  l  rpm+l  rpm  +  l  rpm  +  l  rpm  +  l  Cmfl 

0  m     T>  m 


vm 

la 

Ym 

+ 

Yb1 

rpm  +  l 

+ 

le 
rpm  +  l 

, 1 

vm                   m 
Yb                  Yc 

Sm+1 

m 
la 

Ym 

0  m     ïî  m 

vm  +  l 
la 

mm 

J-a 

v"'  +  l 

T" 

+ 

Yb 

rpm 

-t" 

m  +  1 
le 

rpm 
*-C 

v'»  +  l               m+1 

Ib                    le 

rpm                 rpm 

.,"'  +  1 
la 

m  +  1 

._>"'  +  l    R>"  +  1 

2m  +  1     K"l  +  i 


rpm  rpm  gw 

Réciproquement,  si  l'une  quelconque  de  0  s  relations  est  uér//îte, 
/r  triangle  est  rectangle  en  A. 


JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  123 

SUR  LE  CENTRE  DES  DISTANCES  PROPORTIONNELLES 

Par  M.  L«.  Béuczech. 


Nous  nous  proposons,  dans  cet  article,  de  réunir  certains 
théoièmes  généraux  se  rattachant  à  la  théorie  du  centre  des 
distances  proportionnelles,  et  de  montrer,  ensuite,  par 
quelques  applications,  tout  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  cette 
théorie. 

1.  —  Soient  Ax,  A2  . . .  A»,  n  points  quelconques,  affectés, 
respectivement,  des  coefficients  a1?  x2,  ...  oc„;  0,  leur  centre 
des  distances  proportionnelles;  pl5p2,  .  . .  pn;  p,  les  longueurs 
algébriques  des  projetantes  (orthogonales  ou  obliques)  des 
points  An  A2,  ...  An;  0,  sur  un  jilan  P.  D'après  le  théorème 
fondamental,  bien  connu,  on  a  : 

(1)     rxpv  +  a2p2  +  .  .  .  +  anpn  =  (at  -f-  aa  +   ...   +  an)p. 

Nous  considérons  comme  positives  les  projetantes  des 
points  situés  du  même  côté  que  le  point  0,  par  rapport  au 
plan  P;  de  plus,  nous  supposons  ces  projetantes  orthogonales. 
Dans  ces  conditions,  la  relation  (1)  conduit  immédiatement 
aux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Pour  tout  plan  tangent  à  la  sphère  décrite 
de  0  comme  centre,  avec  p  pour  rayon,  la  somme  xl$l  +  . . .  +  a„pn 
conserve  une  valeur  constante  p(aj  -+-  .  . .  +  x„). 

Corollaire.  —  Pour  tout  plan  passant  par  le  centre  des  dis- 
tances proportionnelles,  la  somme  ocjPj  +...-+-  a„pn  est  nulle. 

Théorème  II.  —  L'enveloppe  des  plans  pour  lesquels  la 
somme  a^  +  ...-+-  a„p„  est  égale  à  une  constante  K,  est  une 

K 

sphère  de  rayon  ,  dont  le  centre  coïncide  avec  le 

centre  des  distances  proportionnelles. 

Corollaire.  —  Les  plans  pour  lesquels  lu  somme  a,pt  -+-  ...  x„p;, 
est  nulle,  passent  par  le  centre  des  distances  proportionnelles. 
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Remarque.  —  Tout  ce  qui  vieut  d'être  dit  est  vrai,  quelle 
que  soit  la  situation  des  points  Al5  A2  . . .  An.  Lorsque  ces 
points  sont  situés  dans  un  même  plan,  si  l'on  remplace  les 
mots  plan  et  sphère  par  ceux-ci,  droite  et  cercle,  ce  qui  précède 
est  encore  exact. 

2.  —  Soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace;  supposons 
que  le  plan  P  coïncide  avec  le  plan,  mené  par  0,  perpendicu- 
lairement à  OM.  On  a  : 

MA2  =  Ô~Â?  +  MÛ2  -  2M0.pt, 


MA2  =  OAn  +  MO2  -  2M0pn, 
d'où 
(2)     a1MÂ2+...  +  anMA2  =  a1OA2+...  +  a„OAn+M02(a1+...-t-x„). 

Car  ajpj  +  . . .  anpn  est  nul,  d'après  le  corollaire  du  théo- 
rème I. 

De  la  relation  (2),  résultent  les  théorèmes  qui  suivent: 

Théorème  III.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la 
somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  n  points  A15  A2  ...  A„,  mul- 
tipliées respectivement  par  les  coefficients  aiy  a2,  ...  a„  soit  égale 
à  une  constante  K3,  est  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  des 
distances  proportionnelles  des  points  considérés  et  pour  longueur 

.   /K3  -  «4.ÔÂÎ  -   ...    -  an.ÔI2 
du  rayon,  1/  • 

Théorème  IV.  —  Etant  donnés  deux  systèmes  de  points 
affectés  de  coefficients  quelconques,  le  lieu  géométrique  des  points  M 
tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux  points  du 
premier  système,  multipliées  par  les  coefficients  correspondants, 
soit  égale  à  la  somme  analogue,  relative  au  second  systèm 
une  sphère  dont  le  centre  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  centres 
des  distances  proportionnelles  des  deux  systèmes  de  points. 

En  effet,  en  appliquant  la  relation  (2),  à  deux  systèmes  de 
points  dont  les  centres  des  distances  proportionnelles  sont  0, 
0';  on  voit  que  L'on  a 

KMÔ2  -  KW)'2  =  K", 
K,  K',  K"  désignant  des  constantes.  De  cette  relation  et  du 
théorème  précédent,  on  déduit  le  théorème  en  question. 
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Corollaire.  —  Lorsque  la  somme  des  coefficients  est  la  même 
pour  chaque  système,  le  lieu  se  réduit  à  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  qui  joint  les  centres  des  distances  proportionnelles  des 
deux  systèmes  de  points. 

Il  suffit  d'observer  que.  daus  l'égalité  précédeute  on  a  K=K'. 

Théorème  V.  —  Étant  donnés  trois  systèmes  de  points  affectés 
de  coefficients  quelconques;  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que 
la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux  point*  de  l'un  quel- 
conque des  systèmes ,  multipliées  par  les  coefficients  correspondants, 
soit  la  même  pour  chaque  système,  est  un  cercle  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  des  centres  des  distances  proportionnelles 
des  trois  systèmes  de  points,  et  dont  le  centre  est  situé  dans  ce  plan. 

Corollaire.  —  Lorsque  la  somme  des  coefficients  est  la  même 
pour  chaque  système,  le  lieu  se  réduit  à  une  droite  perpendiculaire 
au  plan  des  centres  des  distances  proportionnelles. 

Théorème  VI. —  Étant  donnés  quatre  systèmes  de  points 
affectés  de  coefficients  quelconques;  on  peut,  en  général,  déterminer 
deux  points  tels  que  pour  chacun  d'eux  la  somme  des  carrés  de 
ses  distances  aux  points  de  l'un  quelconque  des  systèmes,  multi- 
plies par  les  coefficients  correspondants,  soit  la  même  pour  chaque 
système  de  points. 

Corollaire.  —  Lorsque  la  somme  des  coefficients  est  la  même 
pour  chaque  système,  il  ne  peut  exister  qu'un  seul  point  jouissant 
de  la  propriété  en  question. 

Remarque.  —  On  trouverait  de  même,  pour  le  plan,  des 
théorèmes  analogues  aux  précédents. 

3.  —  Applications  de  la  formule  (1). 

Soient  le  tétraèdre  A^AjA^  un  point  0  qui  n'est  pas  situé 
sur  les  faces,  et  un  plan.  Affectons  le  sommet  At  d'un  coeffi- 
cient égal  au  volume  de  la  pyramide  (OA2A3A4),  ce  volume 
étant  pris  avec  le  signe  +  ou  le  signe  —,  suivant  que  les 
points  0  et  At  sont  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par 
rapport  au  plan  A2A3At;  et  attribuons  aux  autres  sommets 
des  coefficients  déterminés  d'une  manière  analogue. 

Dans  ces  conditions,  le  point  0  est  le  centre  des  distances 
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proportionnelles     des    sommets   du    tétraèdre.    On   a   donc, 
d'après  (1), 
(OAaA8A4)p,  +  (OA3à4Ai)p2  +  (OA^AJps  +  (Oklk2k3)pi 
=  p(A1AaA,Ai) 
ou  bien,  en  désignant  par  .s^,  s2,  s3,  s4  les  aires  des  faces 
opposées  aux  sommets  Als  A2,  A3,  A4,  et  par  qt,  q2,  q3,  qi  les 
distances  algébriques  du  point  0  à  ces  faces, 

MiPi  +  M2P2  +  SsQsPa  +  Si(JiPi  =  pvMi  +  Ma  +  Ms  +  Mi)- 
relation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

(3)     Mi(A-f)  +  *«Ç»(P2-p)  +  ^«(Pi-p)  +  s*^(P*-p)  =  o. 

On  prouverait  sans  difficulté  que,  si  la  relation  (4)  est  vraie 
pour  un  polyèdre  formé  par  211  faces  triangulaires,  elle  est 
encore  vraie  pour  un  polyèdre  formé  par  zn  -+■  2  faces  trian- 
gulaires. On  peut  donc  énoncer  celte  proposition  : 

Théorème.  —  Étant  donnés  :  un  polyèdre  convexe  à  faces 
triangulaires,  un  point  O  qui  n'est  pas  sur  la  surface,  et  un  plan 
P;  si  l'on  désigne  par  sk  l'aire  de  l'une  des  faces  du  polyèdre,  par 
qft  la  distance  algébrique  du  point  O  à  cette  face  et  par  p,  p'A.,  p'^, 
ip"k  les  longueurs  algébriques  des  projetantes,  sur  le  plan  P,  du  point 
O  et  des  sommets  de  la  face  considérée  ;  on  a  : 
S  s*q*(P*  -  p)  =  o, 
le  signe  £  s'étendant  à  toutes  les  [aces  du  polyèdre. 

On  démontrerait,  de  la  môme  manière,  le  théorème  analogue 
du  plan  ;  et,  en  supposant  que  l'axe  de  projection  passe  par  le 
centre  des  distances  proportionnelles  et  que  les  projetantes, 
sur  cette  droite,  soient  orthogonales,  on  retrouve  un  théorème 
signalé  pur  M.  Lauvernay  (Journal,  p.  52). 

Remarque.  —  Revenons  à  la  relation 

(3)  Mi'Pi-p)  +  Mï(/J2-P)  +  »i9t(Pi-p)  +  V/i(/;*-f)  =  o- 
Supposons  que  les  projetantes,  sur  le  plan  P,  soient  ortho- 
gonales, et  convenons  de  considérer  la  projetante  du  poinl  <> 
comme  positive.  Si  l'on  écrit  les  équations  analogues  à  (3) 
relatives  à  trois  autres  plans  tangents  à  la  sphère  décrite  de 
O  comme  centre,  avec  p  pour  rayon  et  que  L'on  élimine  8tqu 
■V/.,.  .s- ;//,),  -sy/t  entre  ces  quatre  équations,  on  obtient  entre  les 
distances  de  quatre  points  d»'  l'espace  à  quatre  plans  tangents 
à  une  même  sphère  de  rayon  p,  la  relation 
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Pi  Pl  ?3  Pi  p 
Pi  Pl  h  Pi  P 

p'I  pl  pI  fk  p 

p'I  pI  pI  p'I  p 
i  i  i  i  i 

P\PiPiPi'P'dh'  ■  >  P"\-  •  ••>  Pi-  •  •  -j  Pl  désignant  les  distances  algé- 
briques des  sommets  du  tétraèdre  aux  quatre  plans  tangents 
considérés. 
En  faisant  p  =  o  dans  l'égalité  précédent^,  on  a 

Pi   Pi  P3   Pi 

P\  Pi  P%  Pi 

P\  Pi  Pl  Pi 

P\  Pi  Pl  Pi 

relation  entre  les  distances  de  quatre  points  del'espace à  quatre 
plans  passant  par  un  même  point. 

On  a  des  relations  analogues  1°  entre  les  distances  de  trois 
points  d'un  plan  à  trois  tangentes  à  un  même  cercle,  2°  entre 
les  distances  de  trois  points  à  trois  droites  concourantes. 

(A  suivre.) 


=  o, 


ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES  SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  .Morel. 

{Suite,  voir  p.  102.) 


II.  —  La  Parabole. 

38.  —  Après  avoir  donné  quelques-unes  des  propriétés  des 
sections  coniques  en  général,  nous  allons  étudier  chacune  de 
ces  courbes  en  particulier;  mais  auparavant  nous  devons 
définir  quelques  termes  qui  reviendront  fréquemment. 

Si,  d'un  point  M  d'une  courbe,  nous  abaissons  une  perpendi- 
culaire MN  sur  l'axe,  la  distance  du  pied  N  de  cette  perpendi- 
culaire au  sommet  s'appelle,  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
l'abscisse  du  point;  MN  est  l'ordonnée  du  point. 

Si  nous  considérons  un  diamètre  quelconque,  rencontrant 
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la  courbe  en  H,  et  que  par  le  point  M  nous  menions  une 
parallèle  MPaux  cordes  que  lediamètrepartageen  deux  parties 
égales,  HP  et  MP  sont  respectivement  l'abscisse  et  l'ordonnée 
du  point  M,  relatives  au  diamètre  considéré. 

Le  paramètre  correspondant  à  un  diamètre  est  la  corde  focale 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre.  Dans  le  cas  de 
l'axe,  le  paramètre  est  la  corde  perpendiculaire  à  l'axe  menée 
par  le  foyer. 

La  sous  -tangente  est  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  le  point 
où  cet  axe  rencontre  la  tangente,  et  l'ordonnée  du  point  de 
contact.  La  sous-normale  est  la  portion  de  l'axe  comprise  entre 
le  point  où  il  rencontre  la  normale  et  l'ordonnée  du  pied  de 
la  normale. 

Dans  le  cas  d'un  diamètre  quelconque,  la  sous-tangente 
correspondant  à  ce  diamètre  est  la  portion  du  diamètre  com- 
prise entre  la  tangente  et  l'ordonnée  correspondant  au  diamètre. 

39.  —  La  parabole  est  la  section  conique  dont  l'excentricité 
est  égale  à  l'unité. 

Les  propriétés  qui  ont  été  démontrées  pour  les  sections 
coniques  en  général,  s'appliquent  évidemment  aux  coniques 
particulières.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte  ;  et  il  y  a  lieu 
de  rechercher,  pour  celles-ci,  les  propriétés  qui  leur  appar- 
tiennent en  propre;  il  y  a  lieu  aussi  de  voir  comment  se 
modifient,  quelquefois  profondément,  les  énoncés  des  théo- 
rèmes généraux,  quand  on  envisage  leur  application  à  ces 
coniques  particulières. 

40.  Théorème.  —  La  normale  à  la  parabole  est  bissectrice 
de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  l'axe  qui 
passe  par  le  pied  de  la  normale. 

Soit  M  le  pied  de  la  normale  MG;  cette  droite  rencontre 
au  point  G  l'axe  de  la  parabole;  le  rapport  de  FG  à  FM  est 
égal  à  l'excentricité.  Donc,  dans  le  cas  de  la  parabole,  la  ligue 
FG  est  égale  à  FM.  Il  en  résulte  que  l'angle  FMG  est  égal  à 
l'angle  FGM  et,  par  suite,  à  l'angle  GMN  que  fait  la  droite  GM 
avec  la  parallèle  MN  à  l'axe. 

41.  Corollaire   I.  —  La  tangente  à  la  parabole  fait  des 
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En  effet,  considérons  les  tétraèdres 

ABCD,      ABCD',      ABG'D',      AB'G'D'      A'B'C'D' 
dont  les  volumes  sont 

V   V     V     V     V- 

'    5       ¥  Il        »   2»       '35        '       » 

et  soient  A,  A„  A2,  A3,  A' 

les  déterminants  tétraèdraux  correspondants. D'après  la  remar- 
que faite  plus  haut,  nous  avons 

V  =  A_       V,  =  A,       V.       A.       V,  =  A3 
V,        A,'      V,        A.2'      V3        A3'      V        A'' 

V         A 
et,  par  suite,  —  =  —  ■ 

En  appliquant  cette  relation  au  tétraèdre  proposé  ABCD  et 
au  tétraèdre  <-),  considéré  plus  haut,  on  retrouve  la  formule  (A). 

3°  Considérons  d'abord  un  tétraèdre  ayant  pour  sommet 
l'origine  et  pour  base  un  triangle  A1A2à3. 

Désignons  par  a„  S1?  y,;  a2,  Sa,  y2;  a3,  (33,  y3  les  cosinus 
directifs  des  droites  OX,  OY,  OZ,  par  rapport  à  trois  axe? 
rectangulaires  ox,  oy,  os,  de  même  origine.  On  a 

X3    V 3    Z3 

et,  par  conséquent, 

o1a^+a9yi  +  <x8.S„  p^i  +  p2a;2-f-  ^«3!yi«r 

V'  =  6 


y2a72+y3a?3 


a2y2 


ou 


D'ailleurs 


*i  ûca  a3 

,'i  Ps  Pa 

X 

Yl   Ï2   Y  3 

^2   J/2 

x3  2/a 


al  a2  a3 

Pi    P2    P3 

2 

Yi  Y»  Ya 

*l  +  ■  1  +  ïï-  *1«2  +  PlP2  +  Ï1Ï25  *i*S  +  P1/3+  YiYa 


Ainsi 


I 

cos  v 

COS  [A 

cos  V 

1         cos  y. 

COS  u 

cos  X           1 

»,  î/i  s, 

V,= 

6 

Ao 

»a  #2  -^2 
•^3  #3  *a 

=  A, 
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Pour  obtenir  le  volume  du  tétraèdre  A^AgA^  transportons 

les  axes  au  point  A4,  parallèlement  à  eux-mêmes,  et  nous 

avons 

xt  —  a^.  yL       yA,  zt  —  r4 

&Z  ^kl  Hz  !/*)    ~'i  ~t 

C'est,  sous  une  autre  forme,  la  formule  (A). 


V  =  I  V% 


EXERCICE 

Par    M.  A.    Hou  tin. 


Le  lieu  géométrique  des  réciproques,  d'ordre  quelconque, 
de  tous  les  points  d'une  conique  circonscrite  à  un  triangle, 
est  une  ligne  droite. 

En  coordonnées  barycenliique-,  l'équation  d'une  conique  circonscrite 
est 


(1) 

Si  a' 

A       B 

-/.  •/  sont  les  coordonnée: 

C 

H--  =  o. 
T 

barycenlriques 

d 

un 

point  du 

lieu, 

on  a  : 

(X'jl' 

+ 

M1  +  ïl. 

En  éliminant  a, 

■i,  v,  on  a  : 

Aa 

h 

•  4-  ■ =  o. 

Equation  d'une'droile. 

Corollaires.  —  1°  La  conique  circonscrite  est  l'hyperbole  de  Kiepert  : 

a)  La  transformée  par  réciproques,  d'ordre  o,  est  une  droite  KII0  qui 
joint  le  point  de  Lemoine  au  réciproque  de  l'orthocentre. 

b    La  transformée  par  réciproques,  d'ordre  i,  est  une  droite  joignant  le 
■  du  cercle  inscrit  au  point  :  o*  :  b*  :  c*. 

i    La  transformée  par  îeciproques,  d'ordre  2  (points  invertes)  est  une 
droite  joignant  le  point  de  Lemoine  au  point  a  .     . 

2°  La  conique  es  \scrit. 

a    La  transi  un  e  par  réciproques,  d'ordre  o,  est  la  droite  de  ; 
champs,  transversale  réciproque  de  la  droite  de  Lemoine. 

b'    La  transformée  par  réciproques,  d'ordre  1,  est  la  droite  barmonique- 
ment  associée  au  point  I»,  transversale  réciproque  de  l'axe  antiorthiqne. 

c    La  transformée  par  réciproques,  d'ordre  3,  est  l'axe  antiorlhique, 
droite  qui  passe  par  les'  pieds  des  bissectrice-  extérieures. 

cl'j  Enliu  la  transformée  par  réciproques,  d'ordre  4,  donne  la  droite  de 
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Lemoine  et  celle  des  réciproque?,  d'ordre  5,  la  droite  harmoniquemcnt 
associée  au  point  (a3  :  63  :  c3). 

3°  La  conique  est  Vellijise  minimum. 

a")  La  transformation  par  réciproques,  d'ordre  i,  conduit  à  l'axe  antior- 
thique. 

b")  Et  celle  par  réciproque-',  d'ordre  2,  à  la  droite  de  Lemoine. 

4°  La  conique  circonscrite  est  celle  qui  a  pour  tangentes  en  A,  B,  C,  les 
bissectrices  extérieures. 

a'")  La  transformée  par  réciproque?,  d'ordre  o,  est  la  droite  haraioni- 
quement  associée  au  point  I0; 

b'")  Celle  de  l'ordre  2,  conduit  à  l'axe  antiorthique; 

c'")  Et  enfin  celle  de  l'ordre  3,  à  la  droite  de  Lemoine. 

Remarque.  —  A  la  proposition  énoncée  plus  haut  correspond  une  réci- 
proque : 

La  transformée  par  points  réciproques,  d'ordre  quelconque,  d'une  droite  du 
plan  d'un  triangle  est  une  conique  circonscrite  à  ce  triangle. 

Remarque.  —  La  transformation  par  points  réciproques, 
d'ordre  quelconque,  rentre  d'ailleurs  dans  le  genre  des  trans- 
formations quadratiques  pour  lesquelles,  comme  on  sait,  à  une 
droite  correspond  une  conique  passant  par  trois  points  fixes. 
En  associant  deux  points  réciproques  d'ordre  quelconque,  on 
voit  qu'à  une  coni  [ue  remarquable,  circonscrite  au  triangle 
de  référence,  correspondra,  pour  chaque  ordre  de  points  réci- 
proques, une  droite  remarquable;  et  réciproquement. 


CORRESPONDANCE 


M.  G.  Tarry  nous  a  adressé  la  lettre  suivante  : 

J'ai  l'honneur  de  vous  adresser  une  petite  Note  (*)  concer- 
nant le  quadr angle  harmonique  dans  les  coniques.  Le  théorème 
fondamental  que  je  rappelle  est  connu.  Gliasles  l'énonce  ainsi 
(Traité  des  sections  coniques,  page  102)  : 

Lorsqu'un  angle  est  circonscrit  à  une  conique,  si  par  son  som- 
met  on  mène  une  transversale  qui  coupe  la  courbe  en  deux  points, 
les  droites  menées  d'un  point  quelconque  de  la  courte  à  ces  points 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  menées  du 
même  point  aux  points  de  contact  des  deux  côtés  de  l'angle. 

(*)  C'est  la  note  que  nous  publions  plus  haut,  p.  121. 
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Ce  théorème  intéressant  n'a  pas  été,  semble-t-il,  suffisam- 
ment utilisé. 

Je  m'en  sers,  dans  la  Note,  pour  donner  les  démonstrations 
d'un  théorème  connu  et  pour  présenter  une  solution  des  ques- 
tions 2G7  et  281,  concernant  l'hyperbole  équilatère. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


l. 

(I) 


Construire  la  courbe  U  représentée  par  l'équation 

oc  ±  \l x%  —  r 


y 


X 


On  peut  construire  cette  courbe,  point  par  point,  de  la  manière  suivante  : 

Considérons 
l'hyperbole  H  qui 
correspond  à  l'é- 
quation 

(2)  

Y  =  x±sjxi  —  i 

Avant  pris 
OAr=  OA  =  AB 

=  BC  =  i, 
on  voit  que  H  a 
pour  asymptotes 
les  droites  Ox, 
OC;  de  plus,  elle 
passera  par  B  ;  on 
peut  donc  la  con- 
struire point  par 
point. 

Gela   posé,   les 
égalités    (1),     (2) 
donnent 
V=      Y 
i       x  +  i 

Soit  M  un  point  de  II;  1j  point  correspondant   M  ,  de  la  courbe  U, 
s'obtiendra,  d'après  cette  égalité,  et  comme  l'indique  la  figure,  on  i 
A'Meten  menant  par  le  point  H,  où  elle  rencontre  <  >;/,  une  parallèle  àOx. 
Cette  dernière  droite  rencontre  l'ordonnée  de  M  au  point  cherché  M'. 

2. —  Construire  la  courbe  qui  correspond  à  L'équation 

y  =  x2  —  4#  -+-  3  ±  \/x2  —  i . 
La  courbe  présente  la  forme  générale  indiquée  par  la  figure,  On  peu! 
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la  construire,  point  par  point,  au  moyen  d'une  parabole  et  d'une  hyper- 
bole  équilatère    auxiliaires, 
en  observant  que  si  l'on  pose 
Y,  =  x.,  —  4X  +  3 . 
Y2  =  <Jx2  —  i , 
on  a      y  =  Y,  ±  Y2. 

On  peut  aussi  l'obtenir, 
tangente  par  tangente,  en 
appliquant  la  propriété  que 
nous  avons  indiquée  (*), 
pour  un  cas  plus  général, 
et  que  nous  rappellerons  ici 
rapidement. 

Deux  courbes  étant  don- 
nées U,  V;  si,  sur  l'or- 
donnée ABC,  on  prend 
AD  =  BC,  le  lieu  de  D  est  une  courbe  W  dont  on  peut  construire  la 
tangente  en  D,  de  la  manière  suivante  :  soit  D'  le  point  qui,  sur  W,  cor- 
respond à  l'ordonnée  A'B'C  ;  la  droite  BB'  rencontre  Ox  en  R  et  le  point 
est,  sur  Ox,  la  projection  du  point  d'intersection  des  druites  AA',  DD'. 

W 


Fig.  2. 


c 

~^""' 

â 

1 

1 

1 

1 

A*' 
B, 

si  / 

/T 

ce 

0 

n 

( 

Fig.  4. 

En  passant  à  la  limite,  on  obtient  un  point  S,  delà  tangente  cherchée 
en  traçant  BT",  tangente  en  B,  à  V,  jusqu'à  sa  rencontre  en  Rj  avec  Ox- 
La  parallèle  à  Oy,  menée  par  R,t  rencontre  la  tangente  AT  à  la  courbe  U, 
au  point  A,  en  S,;  la  droite  S^  est  la  tangente  cherchée. 

3.  —  Construire  la  courbe  r  correspondant,  aux  équations: 
x  =  a  +  7/i  cos  cp  +  n  sin  o, 
y  r=  b  -+-  p  cos   o  +  q  sin  cp; 
cp  désignant  un  paramètre  variable. 

En  général,  toutes  les  courbes  représentées  par  les  équations 
x  =  /\(cos  c?,  sin  ç)       y  —  f2(cos  ?,  sin  p), 


<*)  Voyez  Journal  1885,  p.  155. 
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dans  lesquelles  /"„  f2  sont  des  fonctions  rationnelles  de  sin  ?  et  de  cos  p, 
sont  des  unicursales  dont  le  degré  se  voit  immédiatement  en  ayant  recours 
aux  formules 

i  —  i-  .  it 

COS  :  = ,  SlDo=: 

l  +  t-  I  +  p 

D'après  cette  remarque,  V  est  une  conique.  D'ailleurs  elle  n'a  pas  de 
points  à  l'infini,  c'est  donc  une  ellipse.  Son  équation,  en  coordonnées 
cartésiennes,  est 

(px  —  ny  —  qa  +  nb)2  -+-  (px  —  my  —  pa  +  mft)2  =   mq  —  np,\ 
On  peut  observer  que  le  point  a,  b  est  le  centre  de  I\  et  que 
qx  —  ny  —  qa  +  nb  =  o,        px  —  ny  —  pa  -t-  nb  =  o, 
représentent  deux  diamètres  conjugués  de  cette  courbe. 

4.  —  Déduire,  des  propriétés  connues  de  l'intersection  de 
deux  coniques,  que  l'équation  en  S  ne  peut  pas  admettre  de 
racines  imaginaires. 

Soit  p(œ,  y,  z)  -+-  p,  -t-  r0  =  o 

l'équation  d'une  quadrique. 

Les  équations,       p  x,  y,  z)  =  o,        a;2  +  y-  +  s'  =  o  : 
représentent,  en  coordonnées  homogènes,  des  coniques;  l'une  d'elles,  au 
moins,  étant  une  courbe  imaginaire,  les  quatre  points  commuus  sont 
imaginaires.  Par  suite  l'équation  de  >.,  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discri- 
minant delà  forme  ternaire 

z(x,  y,  z)  —  ).(x2  +  if-  +  ;2) 
a  ses  racines  réelles,  donc,  etc. 

5.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une 
droite  A  s'appuyant  sur  les  droites  G^  G2,  G3  qui  corres- 
pondent aux  équations 

tc  \  x  —  xx       y  —  y{       %  —  %A 

(G3) 

V     }  a3  b3  c3 

Soient  x0.  y0,  z0  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  une  droite  G  passant 
par  ce  point  étant  représentée  par  les  équations 

,P,  x  —  x0       y  —  yn       z  -  s,, 

(G)  = — - — = j 

a  p  Y 

en  exprimant  que  G  rencontre  G,,  on  a 

'i  "i  K 

(1)  Vt  —  .'/,        b, 

:o    —    *l  ''l 

En  appliquant  cette  relation  successivement  à  G2,  G3on  obtient  lVqua- 
tion  du  lieu  en  éliminant  *,  |J,  y  entre  (1)  «'t  Les  deux  égalit  \B  analogues. 


«i 

bt 

Ci 

X 

— 

xa 

'J 

— 

V* 

3 

— 

jf 

aa 

'., 

C, 

X 

— 

X3 

'1 

— 

.'/: 

« 

— 

- 
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En  développant  (1)  et  en  remplaçant  x6,  y0,  z0  par  les 
rantes  x,  y,  s,  on  a 

a[ciy—b1zl+b1z—cly)-\-rp{alzl-clxl+clx~aiz)-{-y[bixl—a 
L'équation  du  lieu  est  donc 

ciyl—blz1+b1z—cly      a[zi—clxl+clx—alz      &,av 

c2y2-b2z2-+-b2z— c,y 

c3y3—  b^^b.z-c^ 

Ce  déterminant  est  en  apparence  du  troisième  degré 
d'observer  qu'il  s'abaisse  au  second  degré,  parce  que  1 
6,z  —  Cjt/        c,œ  —  a,s        o,y  —  bxx 
b2z  —  c2y        ÇoX  —  a2z        a2y  —  b2x 
h-  —  cdy       c3x  —  a3z        a^y  —  b3x     . 
En  effet,  en  prenant  le  terme  en  z2x  par  exemple,  le 
respondant  a  deux  colonnes  à  éléments  proportionnels. 
en  zyz,  ils  disparaissent,  car  les  deux  déterminants 


coordonnées  cou- 
-a.y.+a,?/— M 


;  mais  il  est  facile 
on  a 

:=:  o. 

déterminant  cor- 
Quant  aux  termes 


byz       cxx       aLy 

—  c,y        —  a,z        —  b,x 

sont  id 
Le  li< 

b2Z        c2x        «,y 

M       càx       a3y 

entiques,  au  signe  pr 

;u  est  donc  du  secon 

es. 
I  degré 

—  c2y       —  a2z        —  b2x      , 

—  cày        —  a3z        —  &3z 

,  conformément  au  résultat  connu 

UN  ERRATUM  A  LA  GEOMETRIE  DE  LA  REGLE 


Un  correspondant  du  Journal,  M.  Maridet,  de  Moulins,  a 
bien  voulu  appeler  mon  attention  sur  une  erreur  matérielle 
que  j'ai  commise  au  §  138  de  mon  Essai  sur  la  Géométi'ie  de  la 
règle,  et  de  l'équerre  (V.  Journal,  1888,  p.  247). 

La  formule  (*)  

s  =  afl\/i  —  e%  sin2  tp  dy, 
utilisée  (loc.  cit.)  est  exacte  ;  mais,  par  une  erreur  matérielle, 
j'ai  pris,  pour  l'appliquer,  la  table  de  la  p.  716  du  traité  de 
M.  Bertrand,  au  lieu  de  celle  qui  est  en  regard,  à  la  p.  717. 

Il  suit  de  là  que  le  nombre  3,3 1 5  (p.  247,  1.  3)  doit  être 
remplacé  par  2,93492;  de  même  (p. 248, 1.4),  au  lieu  de  3 ,708 14, 
il  faut  lire  2,70128. 


(*)  Cette  formule  se  trouve  démontrée  dans  tous  les  traités  de  Calcul 
intégral.  Voyez,  notamment,  l'ouvrage  de  M.  Bertrand  (§  395).  Par  une 
erreur  d'impression,  il  faut  (loc.  cit.)  lire 

x  =  a  sin  ?,       y  =  b  cos  q> 
au  lieu  de 

x  =  a  cos  cp,        y  =  a  sin  o. 
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Les  conséquences  tirées  des  résultats  numériques  erronés 
que  nous  venons  de  corriger  cessent  naturellement  d'être 
exactes.  Les  bassins  elliptiques  que  l'on  doit  considérer  poul- 
ies substituer  aux  bassins  de  forme  carrée,  de  même  aire, 
devraient  avoir  une  excentricité  plus  faible  que  celle  qui  cor- 
respond aux  ellipses  que  nous  avions  choisies  (*). 

G.  L. 


EXERCICE  ECRIT 


32.  —  D'un  point  M  mobile  sur  une  strophoïde  droite  S 
on  peut  mener,  abstraction  faite  de  la  tangente  en  M,  deux 
tangentes  à  la  courbe,  MP,  MP'. 

\°  Trouver  les  points  de  S  pour  lesquels  ces  tangentes  sont 
réelles; 

2°  Démontrer  que  le  lieu  du  milieu  de  PP'  est  la  parallèle 
à  l'asymptote  menée  par  le  nœud; 

3°  Déterminer  l'enveloppe  de  PP'; 

4°  On  demande  enfin  quel  est  le  lieu  du  centre  du  cercle 

(*)  M.  Maridet  nous  a  communiqué,  à  ce  propos,  les  notes  qu'il  a  fait 
paraître  dans  le  Bulletin  technologique  de  la  Société  des  anciens  Sèves  des 
Écoles  national"*  d'Arts  cl  Mctiers. 

Dans  l'une  d'elles,  se  trouve  la  formule 

D 

—  =  aa  +  M—  \  M-  —  6,27726», 

dans  laquelle  D  désigne  la  longueur  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a, 
b;  M  désigne  une  quantité  que  l'on  doit  préalablement  calculer  au  moyeu 
de  l'égalité 

M  =  2,5oi  \b  -+-  0,8191a. 

En  appliquant  cette  formule  au  premier  exemple  numérique  examiné 
ci-dessus,  M.  Maridet  trouve  2,g33o,  qui  ne  diffère,  du  nombre  2,93492, 
donné  par  la  table  de  M.  Bertrand,  que  d'une  quantité  moindre  que  0,0001. 

On  sait  qu'il  existe  un  grand  nombre  de  formules  empiriques  destinées 
à  rectifier  l'ellipse,  avec  une  certaine  approximation.  Une  des  plus  simples 
est  celle  de  M.  Boussinesq 

D  —  *  U;o+6)  —  \jâb\; 

mais  cette  formule,  comme  l'observe  M.  Maridet  t Bulletin  technologique, 
mars  18(J0),  n'est  applicable,  si  l'on  veut  une  approximation  un  peu  forte, 
qu'aux  ellipses  dont  l'excentricité  est  très  faible. 
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rdmet  de  diviseurs  impairs,  c'est-à-dire  autant  de  fois  que  dans  le  premier 
membre. 
Cette  identité  se  trouve  dans  le  Traité  des  Fonctions  elliptiques  de  M.  Briot. 

Nota. — CommelefaitobserverM.  Catalan  dans  son  Mémoire: 
Notes  su?*  la  théorie  des  fractions  continues  et  sur  certaines  séries, 
publié  dans  le  tome  XLV  des  Mémoires  de  l'Académie  roya'e 
des  sciences  de  Belgique,  1883,  celte  identité  est  remarquablement 
associée  à  celle  qu'a  donnée  Jacobi  (Fundamenta...  p.  103). 

(B) 

g q5     {     r        _    g     |     g1     |     93 

i  —  q        i  —  q3        i  —  q5  "1-+-92        1+74        1  -{- q6 

En  ajoutant  (A),  (B)  on  a 
a  q3  o9  a  o2  oa 


1  —  q        1  —  q*        1  —  9S  1  —  q*        1  —  q*        1  —ql% 

Pour  vérifier  cette  identité,  M.  Catalan  montre  que  le  coeffi- 
cient de  <?"dans  les  deux  membres  est  le  nombre  des  diviseurs 
de  n,  ayant  la  forme  4  y.  +  1 . 

On  trouvera,  dans  le  mémoire  cité,  un  grand  nombre 
d'identités  analogues  à  celles  qui  précèdent. 

41  G.L. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  COMPLET 

(Octobre,  Novembre  1889.) 


ACADÉMIE  DE  LYON 
Première  Série.  —  Résoudre  l'équation 


2a;2  4-  3x  —  ?  -1-  \/2x-  +  3x  -+-  9  =  3o. 

On  aura  soin  d'indiquer  parmi  les  racines  trouvées  celles 

qui  conviennent  réellement  à  la  question. 

On  pose  2rr2+  3x  +  9=  y2 

et  on  a  y~  +  D  —  42  =-  0     (avec  la  condition  y  >•  o). 

Cette  équation  admet  une  seule  solution  positive  y  —  6. 
Finalement,  on  a 

x'  =  -  3x"  =  5. 
2 

Deuxième  Série.  —  Dans  un  triangle  rectiligne,  on  donne 
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A  =  27°47'44",8. 
a  =  2199111, 12. 
b  =  25i3m,28. 

Troisième  Sérje.  —  Calculer,  à  une  seconde  près,  les  valeurs 
de  x  qui  vérifient  l'équation 

i 

sm  IX  4-  cos  ix  +  -  =  o. 
5 

On  observe  que  l'équation  peut  être  écrite  ainsi  : 

sin  [2.x  4-  45)  = =  —  0.141421,  etc. 

10 

Quatrième    Série.  —  Un  triangle  rectangle  engendre,  en 

45 
tournant  autour  de  son  hypoténuse,  un  volume  égal  aux  -2— 

de  celui  de  la  sphère  qui  aurait  cette  hypoténuse  pour  dia- 
mètre. On  demande  de  calculer  les  angles  de  ce  triangle  et  de 
dire  si  le  même  problème  serait  toujours  possible,  quelle  que 
soit  la  fraction  donnée  qui  représenterait  le  rapport  des  mêmes 
volumes. 

Cinquième  Série.  —  Trouver  le  minimum  de  x2,  y2,  z'2  sachant 
que  x,  y,  z  vérifient  la  relation  ax  -4-  by  4-  cz  =  d. 

Application  numérique  : 

a  =  2.25. 
h  =  3.45. 
c  =  4.75. 
d  =  5.33. 

Posant  x-  -+-  if  4-  =2  =  t, 

on  a,  par  élimination  de  t, 

x*(a*  +  c2)  —  zax  (d  —  by)  -+-  '/{c*  -+-  ft2)  —  ibdy  4-  c-d2  —  et  =  o. 
On  doit,  avoir 

a\d—  byf-  —  [a-  -+-  c2)  j  tf(c-  +  b1)  —  2bdy  +  (Pt?  —  cH  \  >  o 
ou  //"/2  +  b'1  4-  c2)  —  ibdij  -H  d2  —  /(a2  +  c2)  <  o. 

Pour  que  cette  inégalité  puisse  exister,  il  faut  que  l'équation  en  //, 
obtenue  en  égalant  à  zéro  le  premier  membre,  ait  ses  racines  réelles,  lu 
effet,  dans  le  cas  contraire,  le  trinôme  conserverait  queli  que  toientt  et  y 
le  si>,rne  du  premier  terme,  c'est-à-dire  le  signe  -K  On  a  donc 
/,-,/'  _  (ai  +  &»  _|_  c1)  \  d-  —  t[ca*  +  ca)  \  >  o 

ou  t  ^ 

Le  minimum  a  lieu  pour 

t  = 


lr 
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Sixième  Série.  —  Dans  ie  triangle  ABC  on  donne 
a  =  23m,25 

b  +  c  =  27"1. 
C  -  B  =  7°3o'io". 
On  demande  de  calculer  les  angles  et  les  côtés. 

Septième  Série.  —  Deux  angles  diffèrent  entre  eux  de  1 5  de- 
grés 3o  minutes,  et  leurs  tangentes  trigonométriques  ont 
entre  elles  une  différence  de  o./3.  On  demande  de  calculer  la 
valeur  de  ces  angles.  Le  problème  admet-il  plusieurs  solutions? 

Les  équations  du  problème  sont  : 

x  —  y  =  a,        tg  x  —  tg  y  =  p. 
On  en  tire 

2  sin  a  =  2  p  cos  x  cos  y  =  p[cos  a  —  cos  (a;  +  y)~|. 

2 

D  où  cos  [x  -f-  y)  =  cos  a  —  -  sin  a. 

2 

On  pose  alors  -  =  tg  q?,  etc. 

P 

ACADÉMIE  DE  LILLE 

1°  Résoudre  et  discuter  l'équation  : 

a  sin  x  +  6  cos  ce  =  c, 
a,  6,  c  étant  trois  nombres  donnés. 

2°  Calculer  les  côtés  x,  y  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle, connaissant  leur  différence  ia  et  sachant  que  le  péri- 
mètre est  égal  a  26. 


SUR  LA  QUESTION  304  (*) 

(■énéralisation  et  solution  par  M.  Bernés, 
professeur  au  lycée  Louis-lc-Grand. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  d'une  part  on  porte  sur  BA, 
CA,  dans  les  deux  sens  à  partir  de  B  et  C,  une  même  longueur  1, 
(BB'  =  BB"  =  1,  CC  -  CC"  =  1);  si,  d'autre  part,  D  et  D'  étant 
les  milieux  des  arcs  sous-  tendus  par  BC  dans  la  circonférence  0 

(*)  Voyez  la  solution  insérée  p.  91. 
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circonscrite  à  ABC,  on  porte,  sur  In  bissectrice  DA  de  l'angle  A 
dans  les  deux  sens  à  partir  de  D,  les  longueurs  DI,  DIa  telles  que 

leurs  projections  sur  AB  soient  égales  à  —  »  et  sur  la  bissectrice 

extérieure  D'A  les  longueurs  D'lb,  D'L  dont  les  projections  sur  AB 

soient  aussi—:  les  droites  01,  OIa,  OIb,  OIc  sont  respectivement 

perpendiculaires  à  B'C,  B'C,  B'C,  B'C  e/  e//es  so?i/  é^o/cô-  aux 
rayons  des  cercles  circonscrits  à  AB'C,  AB"C",  AB'C",  AB'C. 

La  solution  est  intuitive.  La  droite  D'K,  perpendiculaire  sur 
B'C  et  limitée  à  sa  rencontre  K  avec  la  bissectrice  AD  de  A,  est 
évidemment  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  AB'C.  Or  la 

projection  de  AK  sur  AB  est  ;  celle  de  AD  est 

;  celle  de  KD  est  donc  /.  Par  suite,  I  est  le  milieu 

2 

de  KD;  et  comme  0  est  le  milieu  de  D'D,  01  est  parallèle  à  DK, 

,     ,  ,   D'K 
par  conséquent  perpendiculaire  à  B'C,  et  01  est  égal  a 

c'est-à-dire  au  rayon  de  la  circonférence  circonscrile  à  AB'C. 
On  raisonnera  de  même  pour  OI(J  puis  pour  01b,  OIc  en  per- 
mutant D  et  D'. 

Remarque.  —  On  pourrait  donner  à  l'énoncé  ci-dessus  une 
autre  forme,  en  définissant 

I  comme  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  élevées 
à  BC  et  CB',  respectivement  en  leur  milieu: 

Ia  comme  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  élevées 
à  BC  et  CB",  respectivement  en  leur  milieu; 

Ib  comme  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  éh 
à  CB'  et  BC.  respectivement  en  leur  milieu; 

Ic  comme  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  élevées 
à  BC  et  CB*,  respectivement  eu  leur  milieu. 
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QUESTION  306 

Solution  par  M.  Teissier,  élève  au  lycée  de  Nice. 


Deux  cercles  variables  tangents  entre  eux  sont,  en  outre,  tan- 
gents chacun  à  une  droite  fixe,  en  un  point  fixe.  Quel  est  le  lieu 
de  leur  point  de  contact  ?  (d'Ocagne.) 

Soient  A,  A'  deux  circonférences  mutuellement  tangentes 
en  M,  et  touchant  deux 
droites  fixes  CP,  GQ, 
aux  points  fixes  P,  Q. 

EnposantOPM  =  a, 
O'QM  =  (3,  le  penta- 
gone GPOO'Q  et  le  qua- 
drilatère CPMQ  don- 
nent 


C    H h  TT  —    2* 


■K 

20+- 


3tt,  cl 


a  H s  +  PMQ  =  27T. 

2 


Finalement 


PMQ    =   7T   - 


C 


Le  lieu  de  M  est  une  circonférence,  etc. 

Si  les  droites  A,  A'  sont  parallèles,  le  lieu  est  évidemment 
la  droite  PQ. 

Si  A  et  A'  coïnci  lent,  le  lieu  demandé  est  le  cercle  décrit 
sur  PQ  comme  diamètre. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Sollertinsky,  à  Gatscbina;  Ignacio 
Beyens,  capitaine  du  Génie,  à  Cadix;  Louis  Bénezech;  Vazou,  professeur 
au  collège  de  Saulieu  ;  A.  Boutin. 
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QUESTION  308 

Solution  par  M.  de  Times. 


On  donne  une  circonférence  A  et  un  diamètre  AB  :  on  propose 
de  trouver,  sur  A,  un  point  M  tel  que  la  tangente  en  M,  rencon- 
trant AB  prolongé  en  P,  on  ait 

AM  =  2MP. 

On  démontrera  que  le  point  cherché  M  se  projette,  sur  AB,  en  un 
point  M'  tel  que  AM'  est  égal  au  côté  du  triangle  équi latéral 
inscrit  à  A.  (G.  L.) 

Soient  0  (*)  le  centre;  R  le  ra;yon  du  cercle  A;  a  l'angle 
MOM';  on  a 

MAB  =  - 


a 


et  par  conséquent        AM  =  2R  cos 
D'ailleurs  MP  =  R  tang  a, 


y. 


et,  par  suite,  cos-  -  tang  a. 

.  a 

Elevant  au  carre  et  remplaçant  2  cos2  -  par  1  +  cos  a,  on  a 

cos'2  a  +  2  cos  a  —  2  —  o . 
Cette  équation  admet,  pour  cos  a,  une  seule  racine  accep- 
table, 

cos  a  =  y/  3  —   1 . 
Ainsi, 

OM'  =  R  +  R(v/3  -  1)  =  Ry/3, 
ce  qui  prouve  que  OM'est  cgal  au  côté  du  triangle  équila  ter  al 
inscrit  au  cercle  A. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Lavieuville,  professeur  au  collège 
de  Dieppe;  Louis  Bénezech;  B.  Sollertinsky  à  Gatschina;  I.    B< 
capitaine  du  Génie,  a  Cadix  ;  Svéchnicoff,  professeur  au  gymna  >ede  Croïtzlc. 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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QUESTION  310 

Solution  par  M.  J.  M.  Galban,  élève  à  l'École  Polytechnique  de  Madrid. 


On  considère  une  circonférence  A  el  deux  rayons  rectangulaires 
OA  et  OB.  D'un  point  M,  mobile  sur  A,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire MG  sur  OB  :  les  droites  AC,  OM  se  coupent  en  I.  Démon- 
trer que  le  lieu  de  I  est 
une  parabole  ayant  pour 
foyer  le  point  0  et  pour 
directrice  la  tangente  en 
A.  (G.  L.) 

Il   suffit   de    montrer 
que 

01  =  IH  =  AI'. 
Les     triangles     API, 
AOC   semblables    don- 
nent : 

OC       OA 
PÏ  ~~~  À~P  * 
Les   triangles   semblables,   OCM,  OPI  donnent   aussi 
OC  _  OM 
PT_    01* 
OA       OM 
Par  suite,  Âp  =  "ÔT 

OA  =  OM, 


Or 
donc 


AP  =  01. 


ISota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  A.  Boutin;  E.  Vigarié;  L.  Bene- 
zech;  B.  Sollertinsky;  Ziegel.  élève  au  lycée  Condorcet;  1.  Beyens,  capi- 
taine du  Génie,  à  Cadix;  Baudran,  élève  en  mathématiques  spéciales,  au 
lycée  de  Rouen;  Vazou,  professeur  au  collège  de  Saulieu;  Lavieuville, 
professeur  au  collège  de  Dieppe. 

M.  Vigarié  nous  fait  observer  que  la  proposition  qui  fait  l'objet  de  celte 
question  a  été  donnée  comme  Nouvelle  construction  de  la  parabole  par 
points  dans  les  Questions  de  Mathématiques  Élémentaires,  de  M.  IL  Yuibert, 
(1880,  p.  140,  exercice  31),  ce  que  nous  ignorions. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


366.  —  Entre  trois  droites  concourantes  SX,  SY,  SZ  sont 
inscrits  deux  triangles  ABC,  LMN.  Dans  les  circonférences 
circonscrites  à  SBC,  SCA,  SAB,  on  trace  les  cordes  SP,  SQ, 
SR,  respectivement  parallèles  à  MN,  NL,  LM.  Démontrer  que 
les  triangles  PQR,  LMN  sont  symétriquement  semblables. 

(Bernés.) 

367.  —  Sur  le  côté  BG  d'un  triangle  ABC,  on  porte  BD  =  /; 
et,  sur  les  côtés  BA,  GA,  on  porte  cette  même  longueur  /  dans 
les  directions  BA,  GA  et  dans  les  directions  contraires,  BB' 
=  BB"  =  l,  CC'  =  CC  =  /.  Si  E  et  F  sont  les  symétriques 
de  U,  relativement  aux  milieux  de  DU'  et  de  DC",  et  que  0,  1, 
Io>  If»  Ic  désignent  les  centres  de  la  circonférence  circonscrite, 
du  cercle  inscrit,  et  des  cercles  ex-inscrits  à  ABC,  les  droites 
B'E,  B"F,  B'F,  B"E  sont  respectivement  perpendiculaires  et 
proportionnelles  aux  droites  01,  0Ia,  0Ib,  0If.  Il  y  a  égalité, 
lorsque  /  est  égal  au  rayon  de  la  circonférence  circonscrite. 

(Bernés.) 

368.  —  Tout  nombre  de  la  forme  (2p  +  i)\2q  +  i)  peut, 
de  deux  façons  différentes,  être  considéré  comme  la  différence 
de  deux  carrés.  (G.  Busso.) 


ERRATUM 

Dans  la  question  365,  page  120,  ligne  12;  au  lieu  de  BG,  lise»  AC. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


IMI'HIMKIUK  CBRTBAU  DESCHBlilNS  DB  nu.  —  IHPRUURIB  CIIWX. 
20,  HUE  UBKOKHB,  PAIUS.  —   I  l'.rj. 
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SUR  LE  CENTRE  DES  DISTANCES  PROPORTIONNELLES 

Par  M.  li.  Bénezech. 

{Suite  et  fin,  voir  p.  123.) 


4.  —  APPLICATION  DE  LA  FORMULE  (2). 

Soient  le  tétraèdre  A4A2A3A4  et  un  point  0  qui  n'est  pas 
situé  sur  les  faces. 

Affectons,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  les  som- 
mets A15  A2,  A3,  A4  de  coefficients  xit  as,  <x3,  a4  respectivement 
égaux  aux  volumes  algébriques  des  tétraèdres  (OA2A3A4), 
(OAjAjAi),  (OA4AjA2),  (ÛAjA2A3).  Ces  quantités  âu  a%,  oc,,  cc4, 
sont  les  coordonnées  banjcen triques  du  point  0,  parrappoitau 
tétraèdre  de  référence  A1A2AsAi;  elles  sont  liées  par  l'égalité 
oc,  +  oc,  4-  7.3  -+-  sc4  =  V;  (V  désignant  le  volume  du  tétraèdre). 

Soit  M  un  point  quelconque;  d'après  la  relation  (2),  on  a  : 

atMA'i  4-  <x2MA2  4-  a,  M  A3  4-  a4MAf  = 

ajÔA2,  4-  a,0A2  +  ^OaI  4-  oc4OA4  +  (at  -4-  a2  +  a3  +  oc4)  ÔÂP 

Supposons  que  le  point  M  coïncide,  successivement,  avec  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre.  Nous  avons  : 

i(V+a,)ÔÂl  +  aXxÂl-f-  a^Âj  +  a4ÏÏÂ4  =  a2Â^i+a3Â7Â2+a4Â^ÂL 
a1ÛXî+(V+ai)UA|+a3()A^+a4OAi  =  a1A2Ai  +  a3ÂTÂl+a4Â7Âl» 
ajOAï4-  a2aÂ2+(V+a3)UÂl  +  a4ÛÂl  =  a,  A3AI+a,A3A'24-a4A3  A", 
a1in2  +  a2ÔÂ5  +  a3âÂl+(V+a4)OAi^a1Â7Âl+a,Â7Âl+a3T^L 

d'oîi 


7.2A4A 

5  +  7.3A,A3  +  a4A,A-        y2           oc. 

a* 

DCjAjAi  4-  v3A,A;l  4-  7,A2A4    V+aa     a3 

tt« 

ajA3AI  +  nsks&2  +  a*A,A4       aa      V-t-a, 

a* 

(0) 

0A?  =  - 

a,AtAt  -H  a„A4A2  4-  a^A^       a2         a3 

\r4-a4 

V  4-  oc,         K8              a,              oc4 

Xj        V  +  a2         a3              a4 

a,               a2        V  +  a,          a4 

a,              a2              a,        V  4-  a4 

V(a2A,A2  4-  oc,A,A3  4-  a^A})  —  Sa1a,A1A2 
=  y^ 
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Cette  formule  fait  connaître  la  distance  d'un  point  quel- 
conque à  l'un  des  sommets  du  tétraèdre  de  référence,  eu  fonc- 
tion des  coordonnées  barycentriques  de  ce  point. 

Remarque.  —  Lorsque  le  point  0  coïncide  avec  le  centre  de 
gravité  G,  on  a  : 

_       4(1^2  +  Â^Â|  +  KJLl)  -  S53J 

GA  = 

IÔ 

=  3(Â^Kl  +  ÂTÂl  +  ÂJl)  -  (171:  +  ÂTÂl  +  ÂXi) 

16 

On  peut  observer,  à  ce  propos,  que  la  Question  344  se  déduit 

3 
immédiatement  de   cette   formule.  En  effet,  GA,  =  -  G'At, 

4 
G'  étant  le  centre  de  gravité  de  la  face  A2A3A4. 

De  la  formule  (6),  et  des  formules  analogues,  on  déduit  : 

(7)  04OAÎ  +  a2OA2  +  a3OA3  +  a4ÔÂl 

V[2Sa1a2A1A2]  —  Vla,a2AiA2        -a^.A ,  A-] 
=  yT~  —y— 

En  supposant  que  le  point  0  représente  :  l°le  centre  de  gra- 
vité G;  2°  le  centre  de  la  sphère  inscrite  I,  on  obtient  les  deux 
relations  suivantes  : 

GAr  +  GA224-  GA5  +  GA4  =  — 


— ,      S*1s2A1A2 
EsJAi  = 


v-ti 


sv  8it  5S,  s4  désignant  les  aires  des  faces  du  tétraèdre. 

Des  formules  (6)  et  (7),  on  peutdéduire  une  expression  de  la 
distance  de  deux  points,  en  fonction  des  coordonnées  barycen- 
triques de  ces  points,  par  rapport  à  un  tétraèdre  de  référence. 
Soient,  eu  effet,  les  deux  points  ()(-/,,  a...  a,,  xt),  O'  (01,02,  : 

On  a:  v.,()'AÏ  +  a,()'A^  +  aaU'Aj  +  -/.n'A' 

=  ojôâ;  +  Dt,ôÂi  +  xsôxi  +  x4ôâi  +  v.i 

v       V(aiÂ7S+  IX3A1A3  4-   v  »  A  ,  AT»   -  ïx,VA|  \\ 


ou 


ïz(7..,A1Aj 
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Ou  eu  déduit 

s^A^  +  <x4, 

vs.oo7- 


Ea^aJsAïAa  4-  a3AtAj  4-  otjAiA2)  —  Sx^-VA2  —  Ea^AjA2 


D'où 

0         —  SA.Alfa,  —  aj)(a,  —  a2) 

(8)  OO'2  =  '  yi  -' 

Cette  formule  est  une  généralisation  de  celle  qui  a  été 
donnée  par  M.  Plamenewsky.  (Voir ./.  .1/.  E.  1889,  p.  loO.) 

Si,  dans  la  relation  (8),  ou  consi  1ère  ai,  7.2,  7.3,  a[  comme  des 
coordonnées  courantes,  ou  a  l'équation  d'une  sphère  ayant 
pour  rayon  OO',  et  pour  centre  le  point  (04,  x2,  «3,  a/). 

On  peut  aussi  donner  cette  équation,  en  mettant  en  évidence 
les  puissances  des  sommets  du  tétraèdre,  par  rapport  à  la 
sphère  considérée.  On  a,  en  effet, 

XiÏÏÂ2  +  a20'Â2  +  a30'A3  -4-  xJTÂl  —  T-iÔÂi  -+■  XjÔÂl 
4-  7.3OAJi  +  (x4UA|  +  (>.,  +  7.2  +  7.3  +  aJOÔ72, 
ou,  en  tenant  compte  de  (7). 

(t.!  +  a2  +  7.3  -+-  a4)(a1Ô7Âl  -+-  7^(3X2  +  ol3Wâ.I  -f-  x4(yÂ2 

=  Ea1à2Â7Âl  +  (aj  +  x,  +  Qts  4-  ajUÔ72. 
Finalement, 
(a,  +  a2  +  7.3  +  a4)[ai(ÔT72  -  Wlf)  -4-  x2(ÔlT2  -  WXI) 
+  7.3((JÔ72  -  (TA2)  +  a4(ÔTP2  -  CFÂ2j  ;  +  Sa1a2.Â7Â2  =  o. 

Remarque  I.  —  Le  système  d'équations  (S) permet  de  trouver 
la  relation  qui  existe  outre  les  distances  mutuelles  de  cinq 
points  situés,  d'uue  manière  quelconque,  dans  l'espace.  Soient 
cinq  points  At,  A2,  A3,  A4,  A5.  Désignons  par  at,  a2,  as,  a4,  les 
coordonnées  haryccutriques  du  point  A^  par  rapport  au 
tétraèdre  de  référence  AiA.,A3A;,  et  représentons  par  dik,  le 
carré  de  la  distance  des  points  A,-.  Ak.  On  a  : 

2y.,r/15+a2(J25+(/13— f/l2!+a3((/35+rf15— (/^l+x^f/^+rfj.— f/u)=0. 

ai(rf15+f/25-f/i2)+27.2.'/23+7.3(rf3b+rf23— rf23)  +  «4((/l5  +  (/.,5-(/24)=0. 

^i(^i:i+f/3b-^i3)+«2(^25+rf3s-G?23)+2a3f/3.4-a4(f/45  +  (/;j5-(/;j4)=o. 

a1(d15+rf4b-f/14)+7.^r/2b+d45-f/24)+73(f/35  +  f/45-f/34)2  74  +  f/45=0. 
En  éliminant  xu  7.2,  7.3,  a4,  entre  ces  quatre  équations,  on 
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trouve 

2d15         d%a+dt5-du  daa+dl5—dla  dts+diS—du 

d±S+dxs  —  du  2f/23  ^85  +  ^25  —  ^23     du  +  daM  —  du 

dls+das—d±a  diS+das—dta  2das         dia+dai—dai 

diS+diS— du  dai+dK—dti  dai+di5—d8i         2diS 

relation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  (Voyez 
Rouché  et  de  Combcrousse,  Géométrie,  t.  II,  4e  é dit.,  p.  54")  : 


o, 


i 

o 

du 
du 
du 
diS 


i  i 

d13  dn 

o  d2î 

d23  o 

d%i  dai 


I  I 

du  du 

d2i  ds5 

d»  d3S 

o  di3 

rf1B  o 


o. 


Remarque  II.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  ABC,  on  peut 
établir,  par  la  même  méthode,  des  formules  analogues  à 
celles  qui  précèdent.  ISous  allons  les  indiquer,  en  employant 
les  notations  ordinaires  de  la  géométrie  du  triangle. 

1°  Distance  d'un  point  quelconque  O  (or,  p,  y),  au  sommet  A, 
du  triangle  de  référence  : 

2       S(êc2  -+-  ~{b-)  —  a*fy  —  &aYa  "~  c2aS 

OA   =  —  -  -• 

2°  Distance  de  deux  points  (.-.,  p,  y)  {<*■',  p',  '(')  '• 

.2  _  _  S«8fé  -  P')(y  -  /) 
°    ~  S2 

3°  Relation  entre  les  distances  mutuelles  de  quatre  points 
quelconques  du  plan  : 

o     i      i      i      i 
i     o  dia  (/,,  du 
i   dl2  o   dsi  du 
i    (/,,  d.i3   o   d3i 
i    dn  rf24  c/3l   o 

Les    formules  qui   précèdent   permettent  de    résoudre   la 
Question  348  (J.  M.  E.,  1889). 
On  a,  en  effet, 

KÂ2  h-  KB2  +  KÏÏ2  =  GA2  +  GIÎ2  +  GC3  +  3rf* 
relation  que  l'on  p''Ut   écrire  sous  les  formes  suivantes,  en 
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observant  que  les  coordonnées  barycentriques  du  point  K  sont 
proportionnelles  à  a2,  6',  c2  : 

62c2(2b2  +  2c2  —  a-)       Sa* 


2 


= +  Zd\ 


(Sa2)2  3 

3(2la4/,2  -  3a262c2)  =  (Sa2/'  +  gd2(Sa2)2, 
6LV62  -  9a262c2  =  Sa6  +  3Sal62  +  6a"-62c2  4-  o,tf2(Sa2)2, 
d'où  g^Sa2)2  =  -  Sa0  ■+-  3Sa'62  -  i  5a26*c2. 


DEMONSTRATION  ELEMENTAIRE 
d'un  théorème  de  m.  artzt 


Le  théorème  dont  nous  venons  de  parler  correspond  à 
l'énoncé  suivant  : 

Pour  tout  triangle  ABC,  il  existe  une  parabole  Pa  tangente, 
aux  points  B,  G,  aux  côtés  AB,  AC;  le  demi  paramètre  de  cette 
courbe  est  éqal  à 

m3 
Dans  celle  formule,  S  désigne  l'aire  de  ABC;  m  est  la  longueur 
de  la  médiane  AM  qui  correspond  au  sommet  A  (*). 

Des  propriétés  connues  prouvent  que  :  1°  P„  passe  par  le 
milieu  de  AM  ;  2°  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite 
B'C  obtenue  en  joignant  le  milieu  de  AB,  au  milieu  de  AC; 
3°  le  foyer  F  appartient  au  cercle  circonscrit  au  triangle 
AB'C  (théorème  de  Lambert  (**);  4°  F  appartient  aussi  à  la 

(*)  Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Artzt  en  188î,dans  le  Programme 
sco'airc  du  Gymnase  de  Recklinghceusen.  Une  démonstration  en  a  été  donnée 
par  M.  Brocard,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales;  1885,  p.  124. 
Les  formules  indiquées  (toc.  cit.)  sont  inexactes.  Elles  ont  été  corrigées 
à  la  p.  240  du  volume  cité,  mais  incomplètement.  Le  facteur  numérique 
de  Sa  est  égal  à  1  et  non  à  8. 

Pour  éviter  toute  confusion,  il  faut  convenir  que  le  paramètre  d'i  ne 
conique  est  la  longueur  de  la  corde  focale  qui  est  perpendiculaire  à  Taxe 
focal.  C'est,  d'ailleurs,  la  convention  ordinaire.  [Voyez  Journal,  p.  128). 

(**)  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  trois  tangentes  à  une  para- 
bole passe  par  le  foyer  de  cette  courbe. 
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syniédiane  du  sommet  A  (théorème  de  Poncelet  (*);  o°  En 

projetant  F  sur  les  côtés  AB,  AC,  on  obtient  deux  points  H, 

H';  HH'  est  la  tangente  au  sommet. 

Nous  poserons 

GAM  =  a,        MAB  =  p, 

et  nous  désignerons  par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ABC  : 
R  sera  donc  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  AB'C 

Le     quadrila- 
tère      inscrit 
C'ABT  donne 
B'C'.AF 
=  B'F.AC' 
+  C'F.AB', 
ou  AF  sin  A 
=  B'F  sin  B 
-h  C'F  sin  C. 
On  a, d'ailleurs 
B'F  =  R  sin  x, 
C'F  =  R  sin     ; 
et 


m 


<"  BinC 

De  ces  égalités,  on  conclut 


a 

2  sin  a 


m 


sin  B       2  sin  (2 


AF  sin  A  =  -  -  sin  B  sin  C, 
m 


ou 


(2) 


AF 


2RS 


m 


sin  B  sin  G. 


Menons  FI  parallèle  à  AM  :  FI  est  l'axe  de  Pa;  la  projection 
de  FH  sur  FI  donne  le  sommet  S  de  la  parabole.  On  a  doue 

FS=?. 

2 

Il  est  facile  d'obtenir,  d'après  cela,  la  valeur  de  />. 
Le  triangle  AFI  donne 

FI  =  AF   '• 


sin   (3 


(*)  Les  tangentes  issues  d'un  point,  à  une   conique,  sont  isogonales  <<• 
druites  qui  vont,  du  point  considéré,  aux  deux  foyers. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

ou,  en  tenant  compte  des  égalités  (1),  (2), 

2R2  c2 

FI  =  —  sin2C  =  —  • 
m  2111 

Mais  FS  =  FH  sin  S  =  FI  sin2  p  ; 

p  _  c2  sin  S  _     c2    a2  sin2  B         S2 

2  2m  2171  4m2  2W13  ' 


donc 


d'où,  finalement, 


P 


S2 


m  - 


loi 


G.  L. 


SUR  LE  17G°  PORISME  (*] 

par  M.  Laiivernay. 


Ce  porisme,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

La  base  AB  d'un  triangle  isoscèle  ABC  qui  reste  semblable  à 
lui-même,  est  une  corde  mobile  d'un  cercle  fixe  A.  Si  AC  passe  par 
vn  point  fixe  Q,  BU  passe  par  un  autre  point  fixe  &'. 

Cette  propriété  s'établit  bien  simplement,  comme  il  suit. 
Soit  0  le  centre  de  A  ;  la  circonfé- 
rences, circonscrit»-' au  triangleOCQ, 
coupe  BG  en  un  certain  point  Q'. 
L'angle  Q'OO  étant  supplémentaire 
de  BCA,  est  constant.  De  plus,  les 
points  C,  0  étant  situés  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  au  milieu  de 
AB,  les  angles  BCO,  ACO  sont 
égaux;  par  suite,  les  cordes  ULJ, 
Où'  qui,  dans  o,  correspondent  à  des  angles  inscrits  égaux, 
sont  égales. 

L'angle  û'Oû  étant  constant,  et  Où'  étant  égal  à  OQ,  on  voit 
que  il'  est  fixe,  si,  comme  nous  le  supposons,  Q  est  lui-même 
un  point  fixe. 

(*)  On  trouvera  dans  le  numéro  de  mai  du  journal  Mathesis  (p.  115)  une 
démonstration  offrant  une  grande  analogie  avec  celle  que  nous  publions 
ici  et  qui  nous  avait  été  communiquée  antérieurement.  G.  L. 


m 
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ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES  SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  Alorel. 

{Suite,  voir  p.  127.) 


III.  —  L'Ellipse. 

55.  —  L'ellipse  est  uue  section  conique  dans  laquelle  l'ex- 
centricité est  inférieure  à  l'uuité. 

Dans  ce  cas,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  il  y  a  deux  som- 
mets A  et  A'.  Ces  sommets  sont  situés  du  même  côté  de  la 
directrice  que  le  foyer  correspondant.  L'un  d'eux  est  en  A, 
entre  le  foyer  F  et  le  pied  X  de  la  directrice  sur  l'axe,  et  plus 
près  de  F  que  de  X.  L'autre  sommet  A'  est  sur  le  prolonge- 
ment de  XF;  c'est  le  point  conjugué  du  point  A,  par  rapport 
au  segment  FX. 

Nous  savons  aussi  que  le  milieu  de  AA'  est  un  point  par 
lequel  passent  tous  les  diamètres  de  la  courbe;  ce  point  est  un 
centre  de  symétrie  de  la  ligure.  Nous  en  avons  déduit  l'exis- 
tence d'un  second  foyer  F',  et  celle  d'une  seconde  directrice 
D'D'.,,  symétriques  du  foyer  F  et  de  la  directrice  DDltpar  rap- 
port au  centre. 

D'après  cela,  la  courbe 
est  tout  entière  com- 
prise entre  ses  deux  di- 
rectrices. 


i>. 


i) 


M 


F*     A'» 


Fig.  /;. 


x'  56.  Théorème.  — 
La  somme  des  l'ayons  vec~ 

D>  leurs  d'un  point  quel- 
conque  de  /'<  llipseeslcons- 
tn  île  et  égale  à  A  A'. 


Soit  M  un  poinl  quelconque  de  la  courbe.  Traçons  lis  rayons 
vecteurs  FM,  F'M  ;  et,  par  le  point  .M,  menons  infini  parallèle 
ù  l'axe.  Nous  avons 
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FM       FM  _  FA  _  F' A 

Mm  _  Mi'  ~  ÂX  ~~  AT' ' 

FM  +  F'M       FA  +  F'A 

et,  par  suite,         — — — ,  =  -— — -• 

r  Mm  +  Mm        AX  +  AX' 

Or,  on  a  Mm  +  Mm'  =  AX  -+-  AX'. 

Par  conséquent,  FA  =  FA', 

FM  +  F'M  =  FA  +  FA'  =  AA'. 

57.  Théorème.  —  Le  rapport  de  la  distance  des  deux  foyers 
à  la  distance  des  deux  sommets  est  égal  à  l'excentricité. 

En  effet,  en  appelant  k  l'excentricité,  on  a 

FA  _  FA 
ÂX  ~  ÂX7  ' 
Mais  les  deux  sommets  étant  symétriques  par  rapport  au 
centre,  ainsi  que  les  pieds  des  directrices  sur  l'axe,  on  voit 
que  AX  =  AI. 

„  FA       F'A 

Par  suite,  *  =  _=__; 

F'A  -  FA 
d  ou  77= — -  =  A, 


FF' 
ou,  enfin,  7-—  =  k. 


A'X  -  AX 
FF 

AT7 


58.  Théorème.  —  La  normale  à  V ellipse  est  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  au  pied  de 

la  normale . 

Soit  M  le  point  considéré  sur  l'ellipse  et  G  le  point  où  la 

FG 
normale  en  M  rencontre  l'axe.  On  sait  que  — -  est  éeal  à  l'ex- 

1      FM  ° 

F'G 
ceutricité,  et  il  en  est  de  môme  du  rapport  =7^  •  D'après  cela, 

F  G  _  F'G 
FM  ~FM" 

Cette  proportion  prouve  que  MG  est  la  bissectrice  de  l'angle, 
bien  déterminé,  formé  par  les  semi-droites  MF,  MF'. 
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Eu  effet,  la  proportion  précédente  donne 

FG  _  FG  +  F'G 

FM  ~~  FM  +  F'M  " 

Comme, d'autre  partie  dénominateur,dans  le  second  membre 

,  FF' 
est  égal  à  AA',  et  que  l'excentricité  est  aussi  égale  à  — — ,,  on  voit 

A.A. 

que 


FG  +  F'G 


FF' 

AÂ' 
FF', 


AA' 

d'où  FG  +  F'G 

ce  qui  prouve  que  le  point  G  est  entre  F  et  F';  la  ligue  MG  est 

donc  bien  la  bissectrice  de  l'angle  FMF'  des  rayons  vecteurs. 


59.  Corollaire. —  La  tangente  à  l'ellipse  en  un  point  est  éga- 
lement inclinée  sur  les  rayons  vecteurs  qui  passent  par  le  point  de 
contact. 

En  effet,  la  tangente,  étant  perpendiculaire  à  la  normale, 
est  confondue  avec  la  bissectrice  de  l'angle  formée  par  l'un 
des  rayons  vecteurs  et  le  prolongement  de  l'autre  rayon  vecteur. 

60.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  projections  des 
foyers,  sur  les  tangentes,  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le 

grandaxe  comme  diamètre. 

Soit  la  tangente  MT, 
dont  le  point  de  contact 
est  M,  soit  H  la  projec- 
tion du  foyer  F  sur  la 
tangente.  Menons  les 
rayons  FM, F'M, et  par  le 
point  II,  traçons  III  paral- 
lèle à  M  F'.  Puisque  l'angle 
FMT  esl  égal  à  K'MT',  il 
est  aussi  égal  à  MHI.  Donc 
la  ligne  MI  est  médiane 
du  tiian 
MHF,  «'I  l'on  a 

MI  =  111       IF. 


rectangle 


Fig.  16. 


D'autre  pari,  la  droite  111  étant  parallèle  h  MF',  el  passanl 
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par  le  milieu  I  de  FM,  passe  aussi  par  le  milieu  0  de  FF', 
c'est-à-dire  par  le  centre.  De  plus,  10  est  égal  à  la  moitié  do 
F'M.  Donc  10  +  IH  est  égale  à  la  demi-somme  des  droites 
MF  et  MF',  c'est-à-dire  que  DH  est  égale  à  OA. 

Par  suite,  le  lieu  du  point  H  est  la  circonférence  dont  le 
centre  est  0,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  OA. 

61.  —  Réciproquement,  si  par  un  point  fixe  F  pris  a  l'inté- 
rieur d'un  cercle,  on  fait  passer  un  des  côtés  d'un  angle 
droit  dont  le  sommet  parcourt  la  circonférence,  l'autre  côté 
est  toujours  tangent  à  une  ellipse  ayant  pour  grand  axe  le 
diamètre  AA'  du  cercle  donné. 

En  effet,  considérons  une  posilion  FHT"  de  cet  angle  droit; 
menons  le  rayon  OH,  puis  la  droite  FM  qui  fait  avec  FH  un 
angle  HFM  égal  à  FHO,  et  qui  rencontre  HT',  en  M,  et  HO 
en  I.  On  a  FM  —  2.HI.  Par  le  point  M,  menons  MF'  parallèle 
à  HO,  cette  droite  rencontre  le  diamètre  FO  en  un  point  F', 
tel  queOF'  =  OF.  Donc,  F'  est  un  point  fixe.  En  outre,  MF' 
est  le  double  de  FO  ;  donc  : 

FM  +  F'M  =  2. HO  =  A  A'. 

Ainsi,  le  lieu  du  point  M  est  une  ellipse  ayant  F,  F'  pour 
foyers  et  A  A'  pour  grand  axe;  et,  comme  la  droite  HMT'  fait 
dos  angles  égaux  avec  les  deux  rayons  vecteurs,  MT  est  tan- 
gente, en  M,  à  cette  ellipse. 

62.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  deux  foyers, 
à  une  tangente,  est  constant. 

Soit,  en  effet,  HMH'  la  tangente  en  M,  H  et  H'  désignant  les 
projections  des  foyers  F  et  F'  sur  cette  tangente;  prolongeons 
F'H'  jusqu'à  sa  rencontre,  en  K  ,avec  le  cercle  AA'. 

Les  deux  cordes  parallèles  FH,  F'H'  passant  par  les  points 
F  F'  symétriques  par  rapport  au  cenlre,  sont  elles-mêmes 
symétriques  par  rapport  au  centre  des  cercles  ;  les  trois  points 
H,  0,  K  sont  en  ligne  droite,  et  FH  =  FK'. 

Cela  posé,  on  a 

F'H'  x  F'K  =  F'A'  x  F'A  =  OA2  -  OF2. 

Donc,  le  produit  F'H'  X  F'K,  et,  par  suite,  le  produit 
FH  x  F'H',  est  constant. 
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Si  nous  considérons  l'axe  perpendiculaire  à  AA';   il  y  a 

deux  points  de  la  courbe  sur  cet  axe.  En  effet,  nous  avons 

vu,  précédemment,  que  le  point  0  est  donné  par  la  relation  : 

2.0X  =  AX  +  A'X. 

'      *       a                  >      .    *  AF+A'F 
Si  nous  prenons  une  ouverture  de  compas  égale  a 

ou  OA  et  que,  du  point  F  comme  centre,  nous  décrivions  un  arc 
de  cercle,  il  coupe  l'axe  OB  en  deux  points  B  et  B',  parce  que 
OF  est  moindre  que  OA.  Ayant  tracé  FB,  et  Bb  perpendicu- 
laire à  la  directrice,  nous  avons 

FB  _  AF  +  A'F  _  AF 

Bb  ~ 


/,-. 


AX  +  A'X       AX 

Le  point  B  est  donc  un  point  de  la  courbe. 
Cela  posé,  le  triangle  rectangle  FOB  donne 

OB2  =  FB2  -  OF2  =  OA2  -  OF2. 
Ainsi,  le  rectangle  des  distances  des  foyers  à  une  tangente 
est  constant  et  égal  au  carré  du  demi  petit  axe. 

63.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  du  sommet  d'vn  angle 
droit,  circonscrit  à  une  ellipse  est  un  cercle  (cercle  de  Monge), 
concentrique  à  celte  ellipse. 

Observons  d'abord  que  1<  s  foyers  de  l'ellipse  étant  intérieurs 

àlacourbeetlesprojcctionsdi  s 
foyers,  sur  une  tangente,  étant 
sur  le  cercle  AA',  le  point  de 
concours  de  deux  tangentes 
rectangulaires  est  extérieur  à 
ce  cercle. 

Cela  p3sé,  soit  M  un  point 
d'où  partent  deux  tangentes 
rectangulaires  Mil  et  MI/.  Des 
foyers,  abaissons  les  perpendi- 
culaires FH,  FH'  sur  la  pre- 
mière tangente  FL,  F'L\  sur  la 


tïg.  /; 


seconde.  Les  ligures  FHML,  F'U'ML'  sont  des  rectangles,  el 

l'un  a 

FH       ML,     F'H'       Ml/. 

Or,  le  produit  ML  x  ML'  est  égal  au  carré  de  la  tangente 
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menée  du  point  M  au  cercle  AA'.  Comme,  d'autre  part,  le  pro- 
duit ML  X  ML'  =  FL  X  F'L',  est  constant  et  égal  à  OB2,  il 
en  résulte  que  la  tangente  menée  du  point  M  au  cercle  AA',  a 
une  grandeur  constante.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  une 
circonférence  concentrique  au  cercle  AA'.  Son  rayon  OM  est 

égal  à  \/oI2  +  ÔB2. 

(A  suivre.) 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

(Concours  de  1890) 


Composition  de  Mathématiques.  (3  heures). 

I.  —  Calcul  logarithmique  (obligatoire).  —  On  donne  les  côtés  d"un 
triangle  a  =  895839,  b  =  789858,  c  =  603649;  calculer  l'angle  A  (celui-là 
seulement). 

II.  —  Discuter  les  racines  d"  l'e'quation 

(m  —  2)x'*  —  (m  —  1  (o2  +  b-)x-{-  ma?b*  =  o, 
lorsque  m  varie. 

III.  —  On  donne  dans  un  triangle  :  l'angle  A,  un  côté  adjacent  b  et  le 
rapport  du  côté  a  à  la  médiane  issue  de  A.  Calculer  le  côte  c.  Discuter. 

IV.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  orthogonales  X  et  V  et  leur 
perpendiculaire  commune,  qui  rencontre  X  en  I  et  Y  en  K.  Une  droite  AB 
de  longueur  constante  se  meut  en  appuyant  ses  extrémités  A  et  C,  respec- 
tivement, sur  X  et  sur  Y.  On  joint  AK  et  IB,  ce  qui  forme  le  tétraèdre 
variable  ABIK. 

1°  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  six  arêtes  est  constante, 
que  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  est  constant,  et  que  les  trois  droites 
joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées  ont  aussi  des  longueurs  con- 
stantes. —  2°  On  sait  que  ces  trois  chrnières  droites  se  coupent  au  même 
point,  qui  est  le  milieu  de  chacune  d'elles;  trouver  le  lieu  géométrique 
de  ce  point. 

Épure.  (2  heures  1/2.) 

Un  cône  de  révolution  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal  un  cercle  O 
de  b0mm  de  rayon,  tangent  à  la  ligne  de  terre  et  il  a  une  hauteur  de  1 1 
On  mène  :  1°  par  le  milieu  A  de  la  génératrice  de  front  (celle  de  gauche), 
le  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  opposée  ; 
2°  la  normale  au  cône  en  A  qui  concentre  le  plan  horizontal  en  li,  Les 
tangentes  BC  et  BD  au  cercle  O  et  enfin  les  plans  ABC  et  ABD. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  au 
l'ône  et  au  tétraèdre  que  forment  le  plan  horizontal  et  les  trois  plans 
précédents. 
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BACCALAURÉAT 

(Session  d'octobre-novembre  1889.)  (*) 


ACADÉMIE  DE  CAEX 

1.  —  1°  Lieu  des  centres  o  des  cercles  tangents  à  un  cercle 
donné  A  de  centre  f,  de  rayon  R,  et  passant  par  un  point 
donné  f.  Distinguer  la  nature  du  lieu,  suivant  les  positions 
relatives  du  point  et  du  cercle  donnés. 

Î2°  Démontrer  que  si  a  est  un  nombre  premier  autre  que  2 
et  3,  aa  —  1  est  divisible  par  24. 

Ie  Si  f  est  extérieur  à  A,  of  —  of  —  R;  le  lieu  est  une  hyperbole;  c'est 
une  ellipse,  si  f  est  situé  à  l'intérieur  de  A. 

2°  On  a  a2  —  1  :=:  (a  —  i](a  -4-  1). 

Dans  celte  identité,  a  représente  un  nombre  premier  autre  que  2  ;  c'est 
donc  un  nombre  impair;  a  —  1,  a  +  1  sont  deux  nombres  pairs,  l'un 
divisible  pars,  l'autre  par  4;  par  suite  a-  —  1  renferme  le  facteur  8.  D'ail- 
leurs, des  trois  nombres 

a  —  1,        «,        a  4-  1 
un  est  divisible  par  3.  Ce  n'est  pas  a,  puisque  a  représculc  un  nombre 
premier  autre  que  3.  Donc... 

2.  —  1°  Démontrer  que  si  S  désigne  la  somme  des  n  pre- 
miers nombres  entiers,  le  nombre  8  S  4-  1  estun  carré  parlait. 

2°  Résoudre  un  triaugle  connaissant  l'aire  S,  le  périmètre  zp 
et  un  côté,  a. 

l"Ona  S  = . 

2 

et,  par  suite,         8S  -+-  1  =  4/12  4-  472  4-  1  =  (2/1  4-  i)J. 
2°  Soient  x}  y  les  côtés  inconnus,  on  a 

x  4-  y  =  27)  —  a, 
et  S'    =  /',/'  —  a)(p  —  x  [p  —  y).  . 

En  posant  p  —  x  =  X.  p  —  y  =  Y,  on  voil  que  X,  V  sont  Les  racines 
de  l'équation 

S» 
/ ■_„'/.  H =  o.elc. 

p|  /;    —  O] 

nonces  Bont  empruntés  à  la  collection  publiée  par  La  librairie 
Cr 0 ville- Morant,  20,  rue  do  La  sorbonne.  (Session  d'avril  1890.;  prix  :  J  Er. 

20  c.  ) 
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ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

1.  —  1°  Exprimer  tang  3a  en  fonction  de  sin  ia. 

2°  Trouver  les  valeurs  de  x  et  y  satisfaisant  aux  équations  : 
jx*  +  3xy  +  x  —  i  =  o, 
7y*  h-  3a%  —  y  —  i  =  o. 

.     ^        ..  o         3  tg  o  —  te3  a 

1°  On  sait  que  tg  dœ  =  — 2 — — E — 

i  —  3  tg2  a 

Il  suffit  d'exprimer  tg  a,  en  fonction  de  sin  ia\  or  : 

2  tg  a  :h:  i  -+-  tg2  a  sin  in,  etc. 
2"  Les  équaiions  proposées  donnent 

~(x2  —  y2)  +  x  -+-  y  =  o. 
On  prendra  donc,  d'après  cela,  l'une  d'entre  elles,  en  lui  associant  suc- 
cessivement les  équations  : 

x  +  y  =  o,        7(x  —  y)  +  i  =  o. 

2.  —  1°  a  et  p  étant  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 

ce2  -f-  px  +  ç  =  o, 
former  l'équation  ayant  pour  racines  x4  et  (3*. 

2°  Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  surface  latérale  du 
tronc  de  cône. 

1°  On  observe  que 

a"  -+-  [34  =  (a2  -f-  p2)2  —  2x2£2  =  [p2  —  2qf  —  iq2  =  p*  —  4p*q  +  2q-, 
et  que  «4£4  =  qk,  etc. 
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Nous  signalons  à  nos  lecteurs  les  ouvrages  suivants  (*)  : 

î.cTrigonomelrische  Aufyaben,  par  MM.  H.  Lieber  et  E.  von  Lûbmann 
(troisième  édition,  1889;  Prix,  4  mark.) 

C'est  un  recueil  très  complet  des  formules  de  la  trigonométrie  et  des 
relations  qui  existent  entre  les  divers  éléments  d'un  triangle.  Les  profes- 
seurs y  trouveront  une  mine  inépuisable  de  problèmes. 

2°  Geomelrische  Konslruktion-Aufgaben  (nouvelle  édilion,  1889,  prix, 
2  mark  70.) 

Cet  ouvrage  des  mêmes  auteurs  est  un  recueil  de  problèmes  très  variés, 
classés  par  ebapitres,  et  contenant  des  constructions  diverses  sur  les 
triangles,  les  quadrilatères,  la  circonférence,  le  trapèze  isocèle,  etc. 

(*)  Tous  ces  ouvrages  sont  édités  par  la  librairie  Leonbard  Simion,  121, 
Wilbelm-Strasse,  à  Berlin. 
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3°  Stereometrische  Aufgaben,  par  le  Dr  H.  Lieber  (1888;  Prix  2  mark  40.) 
L'auteur  donne,  dans  cet  ouvrage,  de  nombreuses  formules  permettant 
de  déterminer  les  éléments  des  principaux  corps  géométriques  :  prisme, 
pyramide,  polyèdres  réguliers,  corps  ronds,  etc. 

4°  Synthetische  Beweise  planimetrischer  S'àtze,  p3r  W.  Fuhrmann  (1890). 
Cet  ouvrage  est.  si  l'on  en  excepte  le  chapitre  supplémentaire  de  l'excel- 
lent Sequel  to  Euclid  de  M.  Gasey  (*),le  premier  traité  complet  relatif  à  la 
géométrie  du  triangle.  L'auteur  aurait  pu.  sans  inconvénient,  supprimer, 
au  début,  une  cinquantaine  de  pages,  où  il  ne  fait  que  reproduire  des 
formules  classiques,  ou  dans  lesquelles  il  expose  quelques  règles  géné- 
rales, concernant  les  démonstrations  géométriques;  règles  très  connues 
et  quine  nous  paraissent  pas,  ici,  à  leur  place.  Mais,  à  cette  légère  critique 
près,  l'ouvrage  de  M.  Fuhrmann  nous  a  paru  bien  ordonné  et  très  com- 
plet. Les  amis  de  la  géométrie  récente  soront  heureux  de  lire  un  livre 
qui  ne  peut  que  les  intéresser  vivement.  On  peut  seulement  regretter,  à 
cette  place,  qu'il  ne  soit  pas  sorti  d'une  plume  française  et  que  celte 
science  de  la  Géométrie  du  triangle,  née  en  France,  n'ait  pas  été  écrite 
par  un  Français. 


QUESTION  309 

Solution  par  M.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


Soient  AM,  AX  deux  corde,-;  issues  de  l'extrémité  A  d'un  dia- 
mètre  AB  appartenant  à  une  circonférence  A.  —  Démontrer  que, 
pour  mener  par  A  une  corde  AP,  moyenne  géométrique  entre  AM, 
AX,  il  su/fit  :  f°  de  rabattre  en  AP'  sur  AB.  la  hauteur  AH  du 
triangle  AMN  ;  2°  de  considérer  P'  comme  étant  la  projection  du 
point  inconnu  P  sur  AB  (*'■  .  (G.  L.) 

On  sait  que  le  rectangle  des  côtés  AM,  AX  d'un  triangle  est 
équivalent  au  rectangle  du  diamètre  AB  du  cercle  circons- 
crit A.  par  la  hauteur  AH,  relative  au  troisième  côté  MN. 

D'ailleurs,  toute  corde  AP  d'un  cercle  A  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  diamètre  AB,  qui  passe  par  son 
extrémité  A  et  sa  projection  Al1'  :  AH  sur  ce  diamètre. 
Donc,  etc. 

(*)  Ce  Buppli  ment  a  ét';  traduit  par  .M.  Fr.  Falisse  et  avec  une  p 
de  M.  Neuberg ;  cette  traduction  Corme  un  opu  culedc80  ,  v.-nto 

d.  Gauthier- Villars. 
(**)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Nota.  —  Solutions  diverses  par  M.  Félix  Ziegel,  élève  au  lycée  Con- 
dorcel  (Institution  Springer);  G.  Baudran,  élève  en  mathématiques  spé- 
ciales au  lycée  de  Rouen  ;  G.  Lavieuville,  professeur  au  collège  de  Dieppe  ; 
de  Times;  Svéchnicoff,  professeur  au  gymnase  de  Troïtzk;  L.  Bénezech  ; 
I.  Beyens,  capitaine  du  génie  à  Cadix;  et  J.  M.  Galban,  élève  à  l'école 
polytechnique  de  Madrid. 


QUESTION   311 

Solution  par  M.  Sollertinskv  (à  Galschina). 


Soient  ABC,  A'B'C'  deux  triangles  orthologiques,  et  A'B'C, 
A;"B'"C'",.  ...  des  triangles  dont  les  sommets  divisent  les  droites 
A  A',  BB',  CC  en  parties  proportionnelles.  Démontrer  que  deux 
quelconques  des  triangles  A"B"C",  A'"B'"C" . . . .  sont  orthologiques. 

Soit  P,  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  abaissées 
de  A,  B,  C  sur  B"C",  C"A",  A"B";  soit  Q,  celui  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  A",  B',  C  sur  BC,  CA,  AB.  Lorsque  le 
triangle  A'B'C  est  remplacé  successivement  par  chacun  des 
autres  A'"B'"C'", : 

1°  Le  point  Q  décrit  une  droite; 

2°  Le  point  P  décrit  une  hyperbole  equilalère. 

(J.  Neubcrg.) 

l°Deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  dits  orthologiques  lorsque 
les  perpendiculaires  menées  des  sommets  de  l'un  sur  les 
côtés  opposés  de  l'autre  concourent  en  un  môme  point. 

Soit  H  l'orthoceotre  de  ABC,  et  soit  H'  le  joint  de  concours 
des  perpendiculaires  menées  de  A',  B',  C  sur  BC,  CA,  AB. 
Menons  A"H"  perpendiculaire  sur  BC  et  rencontrant  HH'  en 

HH" 

H".  Les  droiles  AH,  A'H',  A"H'  étant  parallèles,  on  a  = 

AA"  A  A"        BB"        CC     ,  ,.     ,  . 

— 7— ;,   et  comme  —rrr,  —  ■*■>,, •>„  —  7777777,    les    perpendiculaires 
A  A  A  A         BB         CC 

menées  de  B  sur  AC  et  de  C  sur  AB  passent  par  H".  Donc  les 

triangles  ABC,  A"B"C"  sont  orthologiques.  Si  l'on  applique 

ce  raisonnement  aux  triangles  A"B"C",  ABC,  A'"B"'C"',  on  voit 

que  A'B'C  et  A"'B"'C"  sont  orthologiques. 

2°  Menons  les  droites  AS',  Af>", . . .  Ay',  Ay", ...  égales  et 
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parallèles  à  A'B',  A"B", . . .  A'C,  A"C", ...  Il  est  facile  de  voir 
que  les  points  B,  p' ,  (3,  sont  en  ligne  droite,  de  même  que 
C,  y',  y",...   On  en   conclut  que  les  faisceaux  A  (Bp'p"...), 


A  (Cyy"...)  sont  liomograpbiques  avec  les  ponctuelles  BB'B"..., 

CC'C . . 

Cela  posé,  les  perpendiculaires  abaissées  de  (!.  H  sur  les 
côtés  opposés  des  triangles  ABC,  A'B'C,  A'B'C"...  se  corres- 
pondent dans  des  faisceaux  homographiques  avec  les  faisceaux 
A  (Bp'pj"...),  A  (Cy'y"...);  donc  leurs  points  d'intersection  H, 
P',  1'"...  apparlieiincnt  à  une  même  conique  passant  par  C,  B, 
A;  comme  cette  courbe  passe  par  l'orthocentre  du  triangle 
ABC,  c'est  une  hyperbole  équilatère. 

Nota.  — M.  SvéchnicoiV,  professeur  au  gymnase  de  Troïtzk,  a  résolu  la 
môme  question. 

Nota.  —  Parmi  les  triangles  considérés,  il  y  en  a  deux,  A,B,C,et  A,B,C 
dont  les  sommets  sont  situes  sur  deux  droites  Ox,Oy,  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole.  D'où  ce  théorème  :  Sur  deux  droites  rectan- 
gulaires Oj -,  Oy,  on  prend  deux  tenus  de  points,  A,BjC,  et  AjB,C),  et  l'on 
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divise  les  droites  A^j,  B^,  C,C2  aux  points  A,  B,  C  dans  un  même 
rapport.  Deux  quelconques  des  triangles  ABC  sont  orthologiques. 

Deux  IriaDgles  symétriquement  semblables  sodI  toujours  orlhologiques. 
Les  triangles  ABC,  A'B'C',.--  de  la  proposition  311  sont,  deux  à  deux, 
symétriquement  semblables.  (J.  Neuberg.) 


QUESTION  312 

Solution  par  M.  G.  Russo,  à  Catanzaro. 


Soit  M  un  point  prit  surlabaseBC  du  triangle  ABC.  Sila  perpen- 
diculaire élevée  en  A,  à  la  droite  kM.,coupe  en  B'et  en  G'  les  perpen- 
diculaires élevées  respect  /veinent,  à  AB  et  à  AC,  enB  et  en  G,  on  a 
AB'    MB  _  À~B2 

âcTmcT  -  gi" 

Corollaire.  —  Si  AM  est  symédiane  de  ABC,  le  sommet  A  est 
le  milieu  de  B'C  (d'Oeagne.) 

Soient  MP,  MQ  les  perpendiculaires  menées  par  M  respec- 

— tC' 


livement  sur  AB,  AG.  Les  iriauglcs  semblables  ABB',  APM; 
ACG',  AQM,  donneut  : 

AB'  :  AB  =  AM  :  MP, 
AC'  :  AG  =  AM  :  MQ, 
AB  _  AB'    MP 
ÂG  ~  ÂG '  '  MO  ' 
MP    _  MB  sin  B  _  MB    AG 

mg'âb' 


d'oîi 


Mais 

On  a  donc 

(1) 


MQ        MG  sin  G 


AB^ 

AG2 


AB'    MB 
àCT'MG 
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Corollaire.  —  Si  AM  est  symédiane  do  ABC;  alors 
MB       ÂC2 
MG  ~W 

et,  dans  ee  cas,  l'égalité  (1)  donne  AB'  =  AC;  le  point  A  est 
donc  le  milieu  de  B'C. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  B.  J.  Sollertinsky,  à  Gatscbina; 
Vazou,  professeur  au  collège  de  Saulieu;  de  Times;  Svéchnicoff,  profes- 
seur au  collège  de  Troïtzk  ;  G.  Laviéuvilie,  professeur  au  collège  de 
Dieppe;  A.  Boutin;  Vigarié;  J.  Beyens,  capitaiue  du  génie,  à  Cadix. 

On  peut,  bien  entendu,  comme  l'ont  observé  plusieurs  des  auteurs  des 
solutions  citées,  éviter,  dans  la  démonstration  de  celte  question,  l'emploi 
des  notations  trigonométriques. 


QUESTION  313 

Solution  par  M.  B.  J.  Sollertisnky,  à  Gatchioa. 


Les  perpendiculaires  élevées  par  le  sommet  C  et  par  le  milieu  M 
du  côté  BC,  à  ce  côté,  coupent  le  côté  AB  respectivement  en  D  et  en 

P.  La  perpendiculaire  élevée  en  G,  à 
CP,  coupe  PM  en  Q.  Démontrer  que  la 
droite  DQ  et  la  perpendiculaire  élevée 
enC,  à  CA,  se  coupent  sur  la  sy  médiane, 
issue  de  A,  du  triangle  ABC. 

(d'Ocagne.) 

Supposons  que  la  droite  DQ  et  la 
perpendiculaire  élevée  enC,  à  CA,sc 
coupent  en  S,  itquo  BQ  coupe  CD 
en  B'. 

On  observera  d'abord  que  Q  étant 
le  milieu  de  BB'  el  BCB'  ôtau!  un  tri- 
angle rectangle,  on  a 

BQ       QB'       CQ. 

Ainsi  DQ  est  la  mé  liane  du  IriaD  - 
gle  BDB'. 

La  perpendiculaire  abaissée  do  S 
sur  ABcoupant  AI»  en  E  cl  DB'  en  E',  est  partagée  au  point  S 
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en  deux  parties  égales,  puisqu'elle  est  parallèle  à  BB'  et  que 
Q  est  le  milieu  de  B13'. 

.D'ailleurs  les  triangles  SE'G  et  ABC,  ayant  leurs  côtés  res- 
pectivement perpendiculaires,  sont  semblables;  on  a  donc 

SE'  _  SC 

Âïï  ~  AC' 

SE  _  AB 

SG       AC 

Le  point  S,  étant  situé  dans  l'intérieur  de  l'angle  ABC,  cette 

relation  prouve  que  S  appartient  à  la  symediane  du  triangle 

ABC.  issue  de  A. 

Nota.  —  M.  Svéchnicolf,  professeur  au  Gymnase  de  Troïtzk,  nous  a 
adressé  une  solution  trigonométrique  de  celte  question. 


QUESTION  319 

Solution  par  M.  Lavieuville,  professeur  au  Collège  de  Dieppe. 


Dans  tout  quadrilatère  convexe,  dont  les  angles  sont  A,  B,C,  U 

A    B      C    D    .  B  -f-  C  .  C  +  A 

1°     cos  —  cos  — h  cos  —  cos  —  =  sin sin ; 


.A.B         .    C    .    D         .    B  +  C    .    G  +  A 

2°     sin  —  sin h  sin  —  sin  —  =  sin sin  ■ 

2  2  2  2  2  2 

.    A  +  B  T  .     A    .     B         .     C    .     D" 


sin 


B  +  C 


—  sm 


.    A  +  B 

sin  ■ 


sin  —  sin 1-  sin  —  sin  — 

2  2  2  2 

.    B    .     C         .    D    .     A: 

sm  —  sin h  sin  —  sin  — 

2  2  2  2 

1       A        B  CD 

cos  —  COS h  cos  —  cos 


° 


B  +  C 


—  sin 


5° 


B        C  D        A 

cos  —  COS h  cos  —  cos  — 

2  2  2  2 


A         B  +  C.C  +  D  .    A    .     /         B  +  D 

2  cos  —  cos sm  ■ =  —  sin  —  sin    C  -i 


B.B+C         .D.C+D 

■+-  sin  —  sin 1-  sin  —  sin 

2  2  2  2 


(E.  Catalan. 
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1°  La  relation  évidente 

A  +  B  C  +  D 

(\  )  COS h  cos  =  o, 

2  2 

donne 

A+B  A-B  C+D  C-D  A-B  C-D 

cos i-cos i-cos +  cos =COS h  cos 

2  2  2  2  2  2 

G  -  D  /A  +  B 

Or  cos ==  —  cos h  C   • 


On  a  donc 

A  +  B             A  -  B\        /       C  +  D             C-D 
cos 1-  cos  —     —     +    cos  — h  cos 


A-B              /A+B         \ 
=  cos —  cos  ( —  +  Cl- 

Transformant  et  simplifiant,  on  trouve 

A         B              C        D         .B+C.C+A 
cos  —  cos  — h  cos  —  cos  —  =  sin sin 

2  2  2  2  2  2 

2°  L'égalité  (I)  donne,  de  même, 

A-B  A  +  B\        /       C-D  C  +  D^ 

cos cos -  ]  +    cos  — cos 

2  2        /  \  2  2        /' 

A-B  C-D 

=  cos 1-  cos ; 

2  2 

c'est-à-dire 

A        B         .C.D             B  +  C.C  +  A 
sin  —  sin  — h  sin  -  sin  —  =  sin sin 

2  2  2  2  2  2 

3°  On  a  : 

A         B         .C         D         .     B+C    .     CfA 
sin  —  sin h  sin  -  sin  —  =  sm sin > 

2  2  2  2  2  2 

B        C         .    D    .    A         .     C    i  D    .     D  +  B 

sin  -  sin  -  +  sin  -  sm  sm sin 


Multipliant  en  croix  et  observant  que 

C  +  D         .A  +  B 

n sm  cl 

2  2 

on  trouve  la  relation  demandée 

4°  La  relation  (4),  e 

se  déduit  des  égalités 


C  +  D         .A  +  B  .    D  +  B  C  +  A 

sin =  sm  et        sm =  sm 


A    i-  C            B+  1) 
4°  La  relation  (4),  en  observanl  que  sin  — ■ —  =  sm — ; 
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A        B  C        D         .    B  +  C    .    C  +  A 

cos  —  cos  — i-  cos  —  cos  —  =  sin sm , 

2  2  2  2  2  2 

B        G  D        A         .A+B.D+B 

cos  —  cos  — i-  cos  —  cos  —  =  sm sm • 

2  2  2  2  2  2 

o°  On  a,  successivement, 

A    .    B  +  G    .    C  +  D 
4  cos  —  sm sin 

2  2  2 

A  /A  +  B       C  +  D\        /A+D       B  +  C\ 

:    2   COS  —    X    2    COS 


4  4 

A  /       A  -  G  B  -  D 

=   2  COS  —      COS h  COS 


M^-^-c) 


A        A-G  A        B  -D 

2  COS  —  COS h   2  COS  —  COS 


COS 


(A J  —  cos   Bh — J  +  cos cos  ( — i-  D) 


G\  G  G  /  G\  G 

COS  (A  -     -  )  —  C03  -     h  COS COS  (  B  f-   cos 

-  cos  ( — \-  D 


/A-G       C  +  B  +  D\  /A  +  B  +  D 

—  —  cosf )  +  cos  ( 

+  cos cos  [B  -\ —    +  cos cos    — i-  D 


.    À   .     /_,       B+D\  B.B  +  G 

=  —  2  sm  —  sm    G  -\ +  2  sm  —  sm 


.     D    .     G  +  D 

+  2  sm  —  sm ; 

2  2 

et,  finalement, 

A    .    B  +  G    .    G  4-  D 

2  cos  —  sm sm 

22  2 

.    A    .     /_       B  +  D\         .    B    .    B  +  G 

=  —  sm  —  sm    G  h +  sm  —  sin 

2         \  2      /  2  2 

.    D    .    G  +  D 

+  sm  —  sm 

2  2 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  B.  Sollertiasky  à  Gatschina  et 
Vazou,  professeur  au  collège  de  Saulieu. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


369.  —  Ou  donne  un  triangle  rectangle  isoscèle  AOB,  dont 
les  côtés  de  l'angle  droit  OA,  OB  sont  égaux  àa+  \' a2  +  /î1. 
Du  T)oint  0,  comme  centre,  avec  h  pour  rayon,  on  décrit  un 
cercle  qui  coupe  l'hypoténuse  AB  aux  points  C,  C. 

Démontrer  que  si  l'on  projette  l'un  de  ces  points  sur  les 
côtés  OA.  OB,  la  droite  qui  passe  par  ces  projcctionsjcoupe  la 
bissectrice  de  BOA  eu  un  point  M  tel  que  OM  =  a\  2. 

Cette  propriété  s'applique  au  triangle  A 'OB'  obtenu  en  pre- 
nant sur  les  prolongements  des  segments  AO,  BO  des  points 

A'.  B'  tels  que  

OA'  =  OB'  =  \/a-  +  h*  -  a. 

Déduire,  de  cette  remarque,  une  solution  du  problème  de 
Pappus  et  la  discussion  qu'il  comporte.  (G.  L.) 

370.  —  L'équation 

3xs(a  +  6  +  c)  +  4X{ab  +  bc  +  ca)  +  ^abc  =  o, 
a  ses  racines  réelles,  quels  que  soient  a,  b,c.  Montrer  qu'elles 
sont  rationnelles  quand  on  suppose  : 

1°  b  =  c,  2°  26c  =  a(b  -+-  c). 

(Lauvernay.) 

ERRATA 

Page  101,  1.  7,  au  lieu  de  ;•,.•••  lisez  r-.- 

Page  115,  1.  4  (en  remontant»,  au  lieu  de  G"...,  lisez  u. 

Nota.  —  Nous  avons  oublié  de  mentionner,  dans  le  dernier  numéro, 
M.  SvéclinicolTqui  nous  avait  adressé  de  bonnes  solutions  des  questions 
306,  310. 

Nous  rappelons  à  nos  correspondants  qu'ils  sont  priés  de  bien  vouloir 
mettre  chaque  question  sur  une  feuille  dhtincte. 


Le  Directeur-gérant, 

(i.  de  LOKGGHAMPS. 


IMPRIMI  RIB    CEKTRALB  DBS  CHBMIRS    Dl     FER.   —  IMl'IilMIKii 
SOI  BMGBBB,   10,  PARIS.  —  14290  0  90. 
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ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES   SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Aug.  3Iorel. 

(Suite,  voir  p.  152.) 


64.  Théorème.  —  Soient  P  un  point  de  l'ellipse,  A  et  A'  les 
extrémités  du  grand  axe;  si  les  droites  PA  et  PA'  rencontrent  la 
directrice  en  H  et  H';  l'angle  HFH'  est  droit. 

Si  l'on  trace  les  droites  FP,  FH,  cette  dernière  est  également 
inclinée  sur  FA  et  sur  FP. 

Cela  posé,  abaissons  Pp  perpendiculaire  à  la  directrice; 
Pp  rencontre  FH'  en  I,  et  la  directrice  en  p. 


Fig.  i8. 


Les  droites  parallèles  A'X,  Pp  étant  rencontrées  par  trois 
droites  concourantes,  on  a 

PI       A'F  _  FP 
¥p  ~  Â^X  ~  Pp  ' 
D'après  cela,     PI  =  FP;     le  triangle  FPI  est  isoscèle.  Donc 

PFI  =  PIF  ^  IFX. 
Il  en  résulte  que  FH'  est  la  bissectrice  de  l'angle  PFA:  par 
suite  elle  est  perpendiculaire  à  FH. 
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65.  Théorème.  —  Si,  d'un  point  P  d'une  ellipse,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  PN  sur  Vaxe,  le  rapport  de  PN2  au  produit 
AN  X  NA'  est  constant. 

Joignons  le  point  P  aux  points  A  et  A',  et  prolongeons  les 
droites  ainsi  menées  jusqu'à  leurs  rencontres  avec  la  directrice 
en  H  et  H'.  Les  triangles  PAN,  HAX,  donnent 

PN    _  AN 
HX  ~ÂX* 
De  même,  les  triangles  semblables  A'PN,  A'H'X  prouvent 

que 

PN        A'N 

ÉPI  ~Â7x' 

Ces  égalités  donnent,  par  multiplication, 
PN2       _  AN. AN' 

HX.H'X  ~  AX.A'X  ' 
Or,  l'angle  HFH'  étant  droit,  on  a 

HX.H'X  =  FX.\ 

PN2  FX2 

Donc 


AN.  AN       AX.A'X 
Le  second  membre  est  constant;  il  en  est  donc  de  même  du 
premier. 

66.  Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  que  le  point  P  soit  en 
B,  sur  le  pciit  axe,  les  droites  AN,  A'N  seront  égales,  chacune,  à 
AO;  le  théorème  appliqué  à  ce  cas  particulier  donne 
KX 2  /BO\2 1 


AN  -  A'N       \AOy  ' 
telle  est  la  valeur  du  rapport  constant,  considéré  au  paragra- 
phe précédent. 

67.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  un  diamètre  quelconque 
COU',  et  la  demi-ordonnée  PL  correspondante,  l<'  rapport  de  PL" 
au  produit  CL  x  CL  est  constant,  pour  chaque  diamètre. 

D'après  un  théorème  précédent  si,  dans  uue  conique,  on 
mène,  par  un  point  0,  des  droites  AOA'.  BOB',  parallèles  à  «les 
directions  fixes,  le  rapport  des  rectangles  A.O.A'0  et  BO.B'O 

ne  dépend  que  des  directions  des  droites  AUA',  BOB'. 
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D'après  cela,  prenons  un  diamètre  fixe  COC';  alors  la  direc- 
tion des  cordes  conjuguées  sera  constante.  De  plus,  la  corde 
PLP'  conjuguée  de  COC,  sera  divisée  en  deux  parties  égales 
par  COC. 

D'après  le  théorème  précédent  nous  avons 
PL.LP' 

cLTIty  =  conste> 

quelle  que  soit  la  position  de  la  corde  PLP';  mais  comme 
PL  =  P'L,  l'égalité  précédente  donne 

PL2 

=  conste. 


CL.LC 


68.  Théorème.  —  Soit  COC'  un  diamètre  quelconque  ;  ayant 
mené  par  un  point  P  de  l'ellipse  une  tangente  PI,  i^enconlrant  le 
diamètre  prolongé  en  I,  et  l'ordonnée  PjN  correspondant  au  dia- 
mètre, on  a  ON. 01  =  OU2. 

Traçons  la  tangente  en  G  ;  elle  est  parallèle  à  PN;  soit  H  Je 
point  où  elle  rencontre  PL;  joignons  le  point  G  au  point  P, 
et  menons  la  droite  qui  passe  par  le  point  H  et  le  milieu  L  de 


Fig.  19. 

PG.  La  droite  HL  passant  par  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes  et  le  milieu  de  leur  corde  de  contact,  passe  aussi 
par  le  centre  0.  Si  l'on  trace  PG',  G'  étant  l'extrémité  du  dia- 
mètre, comme  CO  —  OC',  PC'  est  parallèle  à  HLO. 
Cela  posé,  traçons  le  parallélogramme  dont  les  côtés  sont 
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HP  et  HC.  Le  quatrième  sommet  est  sur  HL,  et  nous  avons 

ON  _  OK 
ÔG  ~  Ôl' 
OK       OG 

On  tire,  de  ces  deux  proportions, 

ON  X  01  =  ÔC2. 

69.  —  Considérons  une  ellipse,  avant  AA'  pour  grand  axe, 
et  BB'  pour  petit  axe,  puis  le  cercle  décrit  sur  AA'  comme 
diamètre.  Sur  le  grand  axe,  prenons  un  poiut  N  quelcon  [ue, 
par  lequel  nous  menons,  au  grand  axe,  une  perpendiculaire  qui 
rencontre  l'ellipse  en  P,  et  le  cercle  en  Q.  On  a  vu,  précédem- 
ment, que 

PNa       _  BO2 

AN. AN'  ~  ÔT2" 
D'autre  part,  une  propriété,  connue,  du  cercle  donne 

AN.A'N  =  NQa. 
De  ces  relations  on  déduit 

PN  _  OB 
KQ     " OA ' 
Ainsi,  le  rapport  de  l'ordonnée  de  l'ellipse  à  l'ordonnée  corres- 
pondante du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  est 
constant,  et  égal  au  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe. 

On  déduit  immédiatement,  de  là,  les  propositions  suivantes: 

1°  Les  droites  qui  passent  par  deux  points  P,  P'  de  l'ellipse  et 
par  les  points  correspondants  (*)  Q,  Q'  du  cercle  décrit  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre,  coupent  cet  axe  au  même  point. 

2°  Si  l'on  considère,  dans  le  cercle,  une  série  de  droites  paral- 
lèles ;le&  droites  correspondantes,  dans  l'ellipse, sontaussipa  'allèles, 

70.  Théorème.  —  Deux  cordes  supplémentaires  sont  paral- 
lèles à  un  système  de  diamètres  conjugues. 

On  appelle  cordes  supplémentaires  deux  cordes  obtenues  en 

(')  Deux  points  1\  Q  sont  dits  pointa  correspondante  sur  L'ellipse,  ei  bui 
Le  cercle  décrit  sur  le  grand  ;ixc  comme  diamètre,  quand  ils  ont  la  môme 
abscisse  et  lorsqu'ils  sont  situés  du  môme  côté  par  rapport  au 
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joignant  un  point  de  la  courbe  aux  deux  extrémités  d'un 
même  diamètre. 

Cela  posé,  soient  GP,  C'P  deux  cordes  supplémentaires.  Joi- 
gnons le  centre  0  au  milieu N  de  GP;  la  droite  ON  est  le  dia- 
mètre correspondant  à  la  direction  CP;  de  même,  la  droite 
ON',  qui  joint  le  centre  au  milieu  N'  de  C'P,  est  le  diamètre 
correspondant  à  la  direction  PC. 

Mais  ON,  qui  passe  par  les  milieux  de  deux  côtés  du 
triangle  CPC',  est  parallèle  au  troisième  côté  ;  les  deux 
directions  CP  et  CP'  sont  donc  telles  que  le  diamètre  corres- 
pondant à  l'une  soit  parallèle  à  l'autre.  Ainsi  les  deux  direc- 
tions sont  conjuguées. 

71.  Considérons  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre  et  observons  que  les  points  A  et  A'  sont  conjugués 
sur  FX.  Inversement,  F  et  X  sont  conjugués  sur  AA',  et  l'on  a, 

Ô~F  =  OF.OX, 

OA       OF       . 

ôx  =  ÔÂ  =  /v'- 

D'après  cela,  le  cercle  AA'  coïncide  avec  le  cercle  excen- 
trique correspondant  au  point  0. 

Cela  posé,  nous  pouvons  nous  proposer  de  chercher  d'abord 
si  une  droite  quelconque,  menée  par  le  centre,  rencontre  la 
courbe.  A  cet  effet,  traçons  par  le  point  0  une  droite  quelcon- 
que ;  elle  coupe  la  directrice  en  un  certain  point  R.  Menons 
la  droite  FR,  qui,  passant  par  le  point  F,  intérieur  au  cercle, 
le  coupe  nécessairement  en  deux  points  m  et  n;  tirons  les 
droites  Om  et  On,  puis  leurs  parallèles  FM  et  FN,  qui  rencon- 
trent OR  en  M  et  N.  Les  points  M,  N  appartiennent    à   la 

courbe.  On  a 

ON  _  F» 

ÔR  _  nR' 

OM  _    Fw 
et  ÔR~-^' 

Mais,  dans  le  cercle,  la  directrice  étant  perpendiculaire  au 
diamètre  AA',  et  passant  par  le  point  Z,  conjugué  du  point  F, 
est  la  polaire  du  point  F;  par  suite,  les  points  m,  n  sont  con- 
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jugués  par  rapport  aux  points  F  et  R.  Écrivons  donc 

Fn       Fm 
îiR       7iiR 
Ainsi  :  Toute  ligne  droite  menée  par  le  centre  coupe  la  courbe 
en  deux  points  équidistants  de  0. 

72.  —  Pour  avoir  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  OM, 
qui  rencontre  la  directrice  en  R,  il  suffit  de  mener  la  droite 
FR.  et.  du  point  0,  d'abaisser  OP  perpendiculaire  sur  FR. 

Or,  l'angle  RFO  est  obtus,  parce  que  le  point  F  est  entre 
le  pied  X  de  l'axe  sur  la  directrice,  et  le  point  0.  Il  en  résulte 
que,  si  le  diamètre  OR  vient  rencontrer  la  directrice  au-dessus 
du  point  0.  son  conjugué  vient  la  rencontrer  au-dess;  us. 

D'après  cela,  si  nous  traçons  les  deux  axes  de  là  courbe,  nous 
voyons  que,  en  considérant  seulement  deux  demi -diamètres 
conjugués,  les  portions  de  droites  ainsi  limitées  au  centre 
seront  toujours  dans  deux  angles  adjacents,  parmi  les  quatre 
angles  formés  par  les  deux  axes  de  la  courbe. 

73.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  deux  points  C,  D  tels 
que  OC,  OD  soient  conjugués,  et  que  l'on  mène  les  ordonnées  des 


Fig.  W. 


jioints  G,  D,  la  somme  des  carrés  des  distances  du  centre,  au 
pied  de  ces  ordonnées,  est  égale  au  carré  du  demi-grand  a  i  e. 

Si  l'on  construit  les  tangentes  CT  el  DT',  qui  rencontrenl 
l'axe  aux  points  T  el  T',  on  a 

OM.OT  =  ÔÏ2      ON.OT'; 
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et,  par  conséquent, 

om  _  or 

(  '  ON  ~  ÔT* 

D'ailleurs,  la  tangente  GT  est  parallèle  au  diamètre  DD', 
et  la  tangente  est  parallèle  au  diamètre  CC';  car  les  dia- 
mètres GC,  DD'  sont  conjugués.  Donc  les  triangles  ODT", 
OCT  sont  semblables;  et,  comme  les  hauteurs  DN,  CM  sont 
homologues,  on  a 

or     on 

V  '  OT        TM 

En  comparant  (1)  et  (2),  on  trouve 

ON2  =  OM.TM. 

()A2   _    QM2 

Mais  TM  =  OT  =  OM  = — ; 

OM 

donc  ON2  =  ÔT2  -  ÔM2; 

et,  par  suite, 

(A)  Ô~N2  +  ÔM2  =  ÔT2- 

74.  Corollaire.  —  Si  l'on  prolonge  les  tangentes  en  G  et  D 
jusqu'aux  points  où  elles  rencontrent  l'axe  BB',  on  trouve, 
de  même, 

(B)  CM2  +  DN2  =  Ô~B2. 

75.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres 
conjugués  est  constante,  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes. 

En  effet,  en  ajoutant  les  deux  égalités  (A),  (B),  on  a 

ON2  +  DN2  -+-  ÔM2  +  GM2  =  ÔT2  +  Ô~B2. 
Or,         ON2  +  DN2  =  ÔT>2;      ÔM2  +  CM2  =  ÔG2; 
et,  finalement, 

ÔT)2  +  OU2  =  ÔA2  +  ÔB2  (*). 

76.  Théorème.  —  Si  la  normale  au  point  P  rencontre  les 
axes  OA,  OB  aux  points  G,  g,  et  le  diamètre  perpendiculaire  à  la 
normale  au  point  H,  on  a 

PG  X  PH  =  BÔ2;       Pg  X  PH  =  1D2. 

(*)  Ce  théorème  et  celui  que  nous  donnons  plus  loin  §  78  sont  dûs  à 
Apollonius. 
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Traçons  la  tangente  en  P  ;  elle  rencontre  OA  en  I,  et  OB  en  i. 
Menons  KP  perpendiculaire  à  OA,  jusqu'à  sa  rencontre  en  K 


Fig.  -'/• 
avec  le  diamètre  OH,  et  PL  perpendiculaire  à  BO,  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  OH. 
Le  quadrilatère  GHKN  est  inscriptible  et  donne 

PG.PH  =  PN.PK  =  OM.Oi  =  ÔB2. 
De  même,  le  quadrilatère  inscriptible  LMHg  donne 
PH.P#  =  PM.PL  =  ON. 01  =  U7\J 

77.  Théorème.  —  Le  rectangle  des  segment*  détermines  sur 
une  normale,  entre  son  pied  et  les  deux  axes,  est  équivalent  an 
carré  du  demi-diamètre  perpendiculaire  à  la  normale. 

Soient  D  l'uue  des  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire 
à  la  normale,  DU  l'ordonnée  du  poinl  D. 

Les  triangles  ODU,  PGN  sont  semblables,  puisqu'ils  oui 
leurs  côtés  rspectivement  perpendiculaires.  Ainsi 

PG  _  PN 
ÔT)  ~~  ou' 
Mais  nous  avons  vu  que 

,,i  -       OA    -  n.V'       AN.A/N. 
l'V  BÔ2 

D'autre  part  ânTÂ/N  "  IÔ   ' 
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PN       OB 

On  a  donc  —  =  — ; 

et,  par  suite, 

K  '  OD       OA 

De  même,  les  triangles  semblables  #PM,  ODU  donnent 

Va       PM       OA 

(2)  — -  =  —  = 

K  }  OD       DLJ       OB 

Les  égalités  (1),  (2)  prouvent  que 

PG_  OD 

ÔD  ~~  Pg" 
Le  théorème  énoncé  se  trouve  donc  établi. 

78.  Théorème.  —  Le  parallélogramme  cons truie  sur  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  équivalent  au  rectangle  cons- 
truit sur  les  axes. 

En  effet,  si  nous  considérons  le  parallélogramme  construit 

sur  les  demi-diamètres  conjugués  OP  et  OD,  son  aire  est 

égale  à  OD  X  PH,  en  appelant  PH  la  portion  de  normale  au 

point  P,  terminée  au  diamètre  OD. 

Or,  nous  avons,  d'après  le  théorème  précédent, 

PG  _  OD 

ÔB  -  ÔT* 

PG       OB 

MaiS  ÔB  =  PH* 

rt  OD       OB 

On  a  donc  ^  =  — , 

ou  OD  X  PH  =  OA  x  OB. 

79.  Théorème.  —  Si  la  droite  A,  tangente  en  M,  rencontre 
les  deux  axes  en  T  et  t,  et  si  OD  est  le  diamètre  parallèle  à  A,  on  a  : 

MT.Mt  =  ÔD2. 

En  effet,  ayant  tracé  les  ordonnées  MN  et  DU,  du  point  M 
et  du  poiat  D,  on  a  : 

MT  _  MN 

DÔ  ~~  DU* 
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Donc 
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M*  _   ON 

DÔ  _  OU' 
MT.Mf       MN.ON 


DO' 


DU. OU 


Fig.  22. 

MN       OB  ON       OA 

Les  relations     —  =  — ,         ^  =  —  , 

prouvent  que  le  second  membre  est  égal  à  l'unité;  finalement 
MT.Mf  =  DÔ2. 

80.  Problème.  —  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse,  construire  les  axes. 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  OA,  OB  les  axes; 
OM,  OD  étant  les  deux  diamètres  donnés.  Par  le  point  M,  tra- 
çons une  parallèle  à  OD;  elle  est  tangente  à  la  courbe.  Elle 
rencontre  les  axes  en  T  et  t,  et  nous  venons  de  voir  que 
MT.M*  =ÔD2. 

Si,  sur  T7  comme  diamètre,  nous  décrivons  une  circonfé- 
rence, elle  passe  par  le  centre:  d'autre  part,  si  nous  menons 
ML  perpendiculaire  à  Tt  et  rencontrant  la  circonférence  eu  L, 
nous  avons 

ML2  =  M  T.  M/  =  <JD2; 
et,  par  conséquent,  ML  =  OD. 
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D'après  cette  observation,  du  point  M,  menons  MT  paral- 
lèle à  OD  et  ML  égale  et  perpendiculaire  à  OD.  Puis  prenons 
une  circonférence  passant  par  0,  L  et  dont  le  centre  soit  sur 
MT.  Elle  rencontre  MT  aux  points  T,  t;  les  lignes  OT,  Où  sont 
les  directions  des  axes. 

Pour  avoir  les  longueurs  des  deux  axes,  on  observe  que 

ÔM2  +  ÔD2  =  Ô~A2  -+-  Ô~B2; 

OD.MH  =  OA.OB, 

MH  étant  la  portion  de  ML  comprise  entre  le  point  M  et  le 

diamètre  OD. 

Donc,  le  problème  revient  à  construire  les  côtés  d'un 
triangle  rectangle  dont  on  connaît  l'hypoténuse  et  la  surface, 
problème  dont  la  solution  graphique  est  connue.  Par  suite, 
les  axes  de  l'ellipse  sont  connus  en  grandeur  et  en  position. 

(A  suivre.) 

ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (SAINT-CYR) 


Épure  du  concours  de  1890  pour  l'admission 
à  l'École  spéciale  militaire. 

Un  cône  de  révolution  a  'pour  base  sur  le  plan  horizontal  un 
cercle  0  de  50mm  de  rayon,  tangent  à  la  ligne  de  terre,  et  il  a  une 
hauteur  de  I12mm.  On  mène  :  4°  par  le  milieu  A  de  la  génératrice 
de  front  (celle  de  gauche)  le  plan  parallèle  au  plan  tangent  au 
cône  suivant  la  génératrice  opposée;  2°  la  normale  au  cône  en  A 
qui  rencontre  le  plan  horizontal  en  B,  les  tangentes  BG  et  BD  au 
cercle  0,  et  enfin  les  plans  ABC  et  ABD. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun 

au  cône  et  ou  tétraèdre  que  forment  le  plan  horizontal  et  les  trois 

plans  précédents. 

(Durée  de  la  séance  :  2  h.  1/2.) 

7 
Nous  avons  construit  l'épure  à  l'échelle  —  • 

10 

On  dessine  sans  difficulté  :  les  projections  de  la  base  du 
cône  et  son  contour  apparent  vertical  r's,  t's'\  la  trace  verti- 
cale do' ,  parallèle  à  s't',  et  la  trace  horizontale  o's,  perpendi- 
culaire à  XY,  d'une  des  faces  du  tétraèdre;  la  projection 
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verticale  a'b',  perpendiculaire  à  s'r',  et  la  projection  horizon- 
tale ab,  parallèle  à  xy,  de  la  normale  au  cône  en  a,  a';  la  trace 
horizontale  b  de  cette  normale;  les  tangentes  bc,  bd,  menées 
de  b  au  cercle  o,  et  coupant  oo'  en  e  et  f. 

La  face  du  tétraèdre  située  dans  le  plan  horizontal  est  bef; 
prenant  cette  face  pour  base,  le  sommet  du  tétraèdre  esta,  a', 
et  ses  arêtes  latérales  sont  ab,  a'b';  ae,  a'o'\  af,  a'o'. 

La  face  AEF,  étant  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  selon 
l'arête  st,  s'f,  coupe  le  cône  selon  une  parabole,  de  sommet 
a,  a',  qui  se  projette  verticalement  sur  la  trace  verticale  o'a' 
de  cette  face.  L'arête  AE  coupe  le  cône  au  point  a,  a' et  en  un 
second  point  i,  ï,  que  l'on  obtient  ainsi  :  on  construit  la  trace 
horizontale  er  du  plan  Q  déterminé  par  l'arête  ac,  a'c'  et  la 
génératrice  sr}  s'r'  du  cône;  cette  trace  coupe  celle  du  cône  en 
h;  la  droites/*,  qui  est  la  projection  horizontale  de  la  seconde 
génératrice  du  cône  située  dans  le  plan  Q,  coupe  acau.  point  i; 
d'où  on  déduit  i'.  On  obtient  de  même  le  second  point  j,  ï  où 
l'arête  AF  coupe  le  cône.  La  projection  horizontale  de  la  para- 
bole section  du  cône  par  la  face  AEF  est  une  parabole,  passant 
par  g,  i,  a,  j,  o',  tangente  en  a  à  la  ligne  de  rappel  aa' . 

La  face  BAE  coupe  le  cône  selon  une  ellipse,  qui  passe  par 
le  premier  point  a',  a  où  l'arête  AB  coupe  le  cône,  et  par  le 
second  point  m',  m,  que  l'on  a  immédiatement,  où  cette  arête 
coupe  le  cône;  par  le  second  point  i,  i'  où  l'arête  AE  coupe 
le  cône;  par  le  point  c,  c  où  l'arête  BE  est  tangente  au  cône. 
Cette  arête  BE  est  tangente  à  l'ellipse  d'intersection  en  c,  c'; 
de  sorte  que  l'ellipse  projection  horizontale  est  tangente  en  c 
au  cercle  base  du  cône,  et  que  l'ellipse  projection  verticale 
est  tangente  en  c'  à  XY.  L'ellipse  projection  verticale  est  aussi 
tangente  au  contour  apparent  vertical  du  cône  aux  points  a' et 
m'.  La  tangente  en  M  à  l'ellipse  de  l'espace  a  pour  trace  hori- 
zontale l'intersection  n  des  traces  horizontales  du  plan  sécant 
ABE,  qui  contient  m,  m',  et  du  plan  tt's',  tangent  au  cône  en 
m,  m';  de  sorte  que  mn  est  la  tangente  en  m  de  l'ellipse  pro- 
jection horizontale. 

L'ellipse  d'intersection  du  cône  et  de  la  face  ABF  est  égale 
à  la  précédente;  symétrique  de  celle-ci  par  rapport  au  plan 
de  front  br;  par  suite,  sa  projection  verticale  est  aussi  aïc'm; 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


181 


182  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

sa  projection  horizontale  ajdm  est  symétrique  de  aicm  par 
rapport  à  br. 

Au  moyen  du  plan  horizontal  x'y' ,  on  détermine  deux  points 
i',  i  et  i',  2  de  la  parabole;  et  deux  points  3,  3' et  4,  4' de 
l'ellipse  section  du  cône  par  la  face  ABF.  Pour  obtenir  ces 
points  par  la  méthode  générale,  on  mène,  par  le  point  a  où 
la  trace  horizontale  de  ce  plan  coupe  xy,  la  parallèle  aP'  à 
a'b'  :  aP'  est  la  trace  verticale  du  plan  ABF,  parce  que  ab,  a'b' 
est  une  droite  de  front  de  ce  plan. 

Nous  avons  représenté,  comme  le  demande  l'énoncé,  la 
portion  du  cône  comprise  dans  le  tétraèdre  :  ce  corps  est 
limité  intérieurement  par  un  demi-cercle  o'dtego',  o't';  à  gauche 
par  un  polygone  plan  mixtiligne  o'jaigo',  a'i'o';  en  avant,  sur 
la  droite  et  en  arrière,  par  des  portions  de  surface  conique  gic, 
o'i'c';  cmdt,  c'^'m't';  o'jd,  o'i'c';  au-dessus  par  deux  polygones 
mixtilignes  égaux  aicma,  a'i'c'm'a';  ajdma,  a'i'c'm'a'. 

Ernest  Lebon. 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 

(CONCOURS  DE  1890) 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  xOw' ,  yOy',  qui  se  coupent  en  un  point  0  ;  et, 
sur  la  première,  un  poiut  A;  sur  la  secoude,  un  poiut  B.  Une  droite  mobile 
rencontre  xOx'  en  M  et  yOy  en  N,  et  on  suppose  que  la  longueur  MN  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  valeur  absolue  de  la  différence  des  longueurs 
AM  etLLV 

1°  Démontrer  qu'il  y  a  deux  séries  de  droites  qui  satisfont  à  cette  cou- 
diliou.  Trouver  combien  on  peut  faire  passer  de  ces  droites  par  un  point 
donné  P  du  plan.  Construire  ces  droites  et  distinguer,  parmi  ces  droites, 
colles  pour  lesquelles  la  longueur  MN  est  la  somme  des  longueurs  AM 
etBN,  de  celles  pour  lesquelles  elle  en  est  la  différence. 

"2°  Soit  MN  une  droite  appartenant  à  1  une  des  deux  séries;  démontrer  que 
le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN  est  une  conique 
qui  a  un  foyer  au  point  0,  et  que  l'enveloppe  du  cercle  encourent  au 
triangle  OM  S  e-t  un  cercle. 
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BACCALAUREAT  ÈS-SCIENCES  COMPLET 


ACADÉMIE  DE  BESANÇON 

1.  —  1°  Définition  du  jour  solaire  moyen. 

2°  On  donne,  sur  une  ligne  droite  A,  quatre  points  M,  N,  P, 
Q,  tels  que  MN  — 3o  mètres,  NP=  10  mètres,  PQ  =  20  mètres. 
Trouver  les  points  de  l'espace,  tels  que  A,  d'où  l'on  voit  les 
trois  longueurs  MN,  NP  et  PQ  sous  un  même  angle. 

1°  Dans  un  plan  0  passant  par  A  il  existe  seulement  deux  points  tels 
que  A,  symétriques  par  rapport  à  A.  En  effet,  le  lieu  des  points  d'où  Ton 
voit  MN  et  NP  sous  le  même  angle  est,  comme  on  sait,  une  circonfé- 
rence ayant  son  centre  sur  A,  passant  par  N  et  par  le  conjugué  harmo- 
nique de  N,  par  rapport  à  MP.  En  appliquant  cette  remarque  successi- 
vement aux  points  M,  N,  P,  d'une  part,  N,  P,  Q  d'autre  part,  on  voit  qu'il 
y  a  deux  points  A',  A"  dans  le  plan  ©,  vérifiant  les  conditions  impo- 
sées. Le  lieu  demandé  est  la  circonférence  décrite  sur  A  A"  comme 
diamètre. 

2.  —  On  donne  le  côté  A  d'un  triangle  équilatéral  ABC  tour- 
nant autour  d'une  droite  A',  tracée  dans  son  plan  et  passant 
par  le  sommet  A. 

On  demande  :  1°  de  calculer  la  surface  totale  S  décrite  par 
le  périmètre  de  ce  triangle,  en  fonction  de  l'angle  x  du  côté  AB 
avec  A;  2°  pour  quelle  valeur  de  x  cette  surface  est  maxima 
ou  minima. 

L'aire  considérée  S  est  égale  à  deux  fois  celle  qui  est  engendrée  par  le 
côté  BG;  on  trouve,  immédiatement,  par  cette  remarque, 
S  =  2Tta2sj3  sin  (3o  +  a),  etc. 

3.  —  Étudier  les  variations  de  la  fraction 

x'*  4-  a;'2  —  1 
x*  +  4a;2  -+-  1 

4.  —  On  donne  deux  droites,  A,  A'  se  coupant  en  0  sous 

l'angle  0  ;  sur  A,  on  donne  un  point  fixe  A,  et  l'on  propose  de 

mener  par  A  deux  droites  rectangulaires  déterminant,  avec  A', 

k2 
un  triangle  ABC  d'aire  donnée,  égale  à  — 
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Appliquer  au  cas  où 

0  =  60°,        k*  =  '—=> 

On  posera      OÀ  —  a,     OB  —  x,    OC  —  y. 

Projetons  A  en  A'  sur  A'  et  posons 

AA'  =  h,       OA'  =  a'. 
Nous  avons  fi*  =  {a'  —  x)(y  —  a'), 

et  (y  —  x)h  =  /c2  : 

A;2 
ou  [y  —  a')  +  [a  —  x)  =  —  • 

Par  conséquent  y'  —  a,  a  —  x  sont  les  racines  de  l'équation  : 

A-2 

s'2 s  -+-  /i2  =  o. 

/i 

Dans  l'application  numérique  proposée,  il  faut  observer  que 

».  •        fi     0  ^ 

h  =  a  sid  oo°  = > 

et  l'équation  en  z  est 

14a          3a2  ,,   ,       ,       qa  a 

s2 j-2H =  o,    d'où    z=—  >         s"=-,  etc.. 

J4  2  0 

ACADÉMIE  D'ALGER 

1°  Un  vase  métallique  doit  avoir  une  capacité  de  10  litres. 
Sa  forme  est  celle  d'un  tronc  de  cône  dont  l'apothème  a  une 
longueur  de  om,  10  et  fait,  avec  le  rayon  de  la  base  inférieure, 
un  angle  de  i35°.  On  demande  la  longueur  du  rayon  de  la 
base  inférieure,  ainsi  que  la  forme  et  les  dimensions  exactes 
que  l'ouvrier  devra  donner  à  la  feuille  métallique  plane,  qui, 
après  son  enroulement,  constituera  la  paroi  latérale  du  vase. 

2°  Donner  la  définition  du  jour  solaire  moyen  et  faire  con- 
naître toutes  les  raisons  pour  lesquelles  on  a  substitué  le  jour 
solaire  moyen  au  jour  solaire  vrai,  pour  la  mesure  du  temps. 

ACADÉMIE  D'AIX  (Faculté  de  Marseille). 

1.  —  1°  Elant  donnés  deux  arcs  consécutifs  complémen- 
taires, trouver  le  maximum  de  la  somme  de  leurs  cordes. 

2°  Les  extrémités  de  ces  deux  cordes  déterminent  un  trian- 
gle. Trouver  le  maximum  de  l'aire  de  ce  triangle. 

2.  — Le  rayon  d'une  circonférence  est  égal  à  l'unité;  on 
sait  qu'alors  le  côté  du  polygone  inscrit  régulier  convexe,  de 
dix  côtés,  est  égal  à  0.6180  et  Pou  demande  de  calculer  les 
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côtes  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  réguliers  convexes 
de  vingt  côtés. 

Ayant  trouvé  que  les  côtés  de  ces  polygones  sont  respecti- 
vement égaux  à  o,3  1 3  eto,3i6,  on  en  déduira  deux  limites 
entre  lesquelles  est  compris  le  nombre  iz,  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 

3.  —  En  joignant  les  milieux  des  côlés  d'un  carré  on 
obtient  un  second  carré.  Le  démontrer.  On  opère  de  même 
sur  ce  second  carré  pour  en  former  un  troisième,  sur  le  troi- 
sième pour  en  former  un  quatrième,  etc.  Trouver  le  côté  du 
nc  carré,  en  fonction  du  côté  du  premier  carré.  La  somme  des 
côtés  de  tous  les  carrés  ainsi  formés  en  nombre  infini  est 
égale  à  2;  quel  est  le  côté  du  premier  carré? 

BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 


MARSEILLE.  (Juillet  1890.) 

Sur  une  demi-circonférence,  limitée  par  le  diamètre  MN,  on  demande  de 
placer  un  arc  AB,  tel  que  l'angle  au  ceutre  correspondant  ait  une  valeur 
donnée  a  et  que  la  somme  des  aires  des  triangles,  qui  ont  pour  base  com- 
mune MN  et  pour  sommets  respectifs  A  et  B,  soit  équivalente  au  carré 
construit  sur  le  rayon. 


CERTIFICAT  D'APTITUDE 

a  l'enseignement  secondaire  des  jeunes  filles 

(Juillet  1890.) 


1°  Détermination  de  la  longitude  et  de  la  latitude  d'un  lieu. 
2°  On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Ox,  y'Oy,  et  deux  points  A,  A' 
sur  x'Ox,  symétriques  par  rapport  au  point  0,  (OA=r  a). 

Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  tels  que  si  l'on  mène  les 
droites  MA  et  MA'  qui  rencontrent  yOy  en  P  et  Q,  l'on  ait 

OP  X  OQ  =  6-, 
b  étant  une  longueur  donnée. 

3°  m  étant  un  nombre  algébrique  donné  quelconque,  trouver  les  valeurs 
de  x  pour  lesquelles  on  a 

x  m 

~  +  Z >  '• 


186  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

QUESTION  316 

Solution  par  M.  B.  Sollep.tinsky,  à  Gatschina. 


On  coupe  un  prisme  triangulaire  par  tous  les  plans  faisant,  avec 
celui  de  la  section  droite,  un  angle  donné.  Démontrer  que  les  côtés 
a,  b,  c  de  l'une  quelconque  des  sections  vérifient  une  relation  de  la 
forme 

A  a-  +  Bb2  +  Ce2  =  D, 
A,  B.  C.  D  étant  des  constantes. 

(J.  Neuberg.) 

Soient  ABC  une  section  quelconque  d'un  prisme  triangu- 
laire, AB^  la  section  droite.  On  a 

BC2  -  BjC?  =  (BBt  -  CCJ2, 
d'où         (2BB.CCJ2  =  (BB2  +  CCf  -«-  B^?  -  BC2)2. 
En  observant  que 

BBj  =  c*  -  cf  ;        OC?  =  62  -  b]  ; 

b\  +  c\  -  a\  =  2bici  cos  At  ;        (62  +  c2  -  o2)2  =  40*6"  cos-  A. 

on  trouve,  après  avoir  supprimé  le  facteur  commun  i, 

(62  -  6?)(c2  -  qt 

=  62c2  cos2  A  —  bicl  cos  Aj(62  +  c-  —  a2;  -+-  b\  c\  cos2  At. 

En  posant 

-frjCi  sin  At  =  .s'j,         -bc  sin  A  =  s. 
2  2 

on  a 

^s\-\r/\s%  =  bxct  cos  Ai^+c^Cj—  bt  cos  A1)62+61(61  —  Cj  cosA^c2. 

ou 

6^!  cos  A^2  +  Cjrt!  cos  B^2  +  a^  cos  Ce2  —  qsft  1  -1-  sec2  a) 
et  enfin 

(1)       a-  cot  A,  +  b*  cot  Bt  -+-  c2  cot  C!  =  25,(  1  +  sec-  y.) 
où  a  est  l'angle  des  plans  ABU,  AB1Gi. 

On  voit  ainsi  que.  y.  étant  constant,  la  seconde  partie  de  la 
relation  (1)  est  aus-i  une  constante. 

Corollaire.  —  Si  h  est  la   hauteur  de  ABC,  issue  de   A, 
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ou  a  a  ~  h(cot  B  +  cot  C) 

d'où        a2  —  ah(col  B  +  cot  G)  =  2s(cot  B  4-  cot  G). 

De  même 

62  —  2*(cot  G  -+-  cot  A);    c2  =  2s(cot  A  -+■  cot  B). 

Par  suite,  la  relation  (1)  donne 

(2)  a\  cot  A  +  b\  cot  B  +  c\  col  G  —  2s1(cos  a  -+-  sec  %). 

Doue,  d'après  une  proposition  connue  (Malhesis.  t.  II,  p. 
244)  : 

Si  l'on  construit,  sur  une  baseB'C,  des  triangles  A'B'C'  directe- 
ment ou  symétriquement  semblables  aux  sections  ABC  d'un  prisme 
triangulaire,  par  les  plans  faisant,  avec  celui  de  la  section  droite, 
un  angle  donné,  le  lieu  du  sommet  A'  est  une  circonférence. 

Généralisation.  —  Soit  ABC...LM  une  section  quelconque 
d'un  prisme,  par  le  plan  faisant,  avec  celui  de  la  section  droite,  un 
angle  do?iné. 

'1°  Les  côtés  a,  b,  c,  1,  m  de  cette  section  vérifient  toujours  une 
relation  de  la  forme 

aa2  +  Sb2  +  yC2  ■+■  .  .  .    4-  Àl2  4-  y.m2  =  v, 
a,  [3,  y...X,  \j.,  vêtant  des  constantes, 

2°  Si  l'on  construit,  sur  une  base  fixe  A'B',  un  polygone  A'B'G'... 
L'AI',  semblable  à  ABG...LM,  les  sommets  G',...L',M'  décrivent 
des  circonférences. 

Nota  —  Nous  avons  reçu,  de  M.  Boutin,  et  de  M.  I.  Beyens,  une 
autre  solution  de  cette  question. 


QUESTION  317 

Solution  par  M.  Vazou,  professeur  au  Collège  de  Saulieu. 


Soient  une  circonférence  A  et  deux  diamètres  rectangulaires  A', 
A".  D'un  point  M,  de  A,  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP',  MP" 
sur  ces  diamètres  :  soient  P  le  pôle  de  la  droite  P'P",  par  rapport 
ii  A,  Q,  R  ses  projections  sur  A',  A".  Démontrer  que  QR  est  tan- 
gente à  A. 


188         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Traçons  OP  qui  rencontre  P'P"  au  point  I;  le  point  P  étant 
le  pôle  de  P'P"  on  a 

01  X  01  —  R2  (R  désignant  le  rayon  du  cercle). 
Les  quadrilatères  inscriptibles  PIP'Q,etIP"RP  nous  donnent 

OP'  X  OQ  =  01  X  0P.=  OP'.OR  =  R2  =  ÔM2. 
Ainsi  les  triangles  OMQ,  OMR  sont  rectangles  en  M;  les 


trois  points  R,  M,  Q  sont  donc  en  ligne  droite,  ctRQ  touche  la 
circonférence  A  au  point  M. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  A.  Boulin;  de  Time--;  Galban, 
élève  à  l'école  polytechnique  de  Madrid;  B.  J.  Sollertiusky,  à  Gatschina  ; 
P.  Svéchnicoff,  professeur  au  gymnase  de  Troïtzk;  G.  Russo,  à  Galanzaro. 


QUESTION  320 

Sol ii (ion  par  M.  Lavielvillk,  professeur  au  Collège  de  Dieppe. 


Soient  AA\  l!B'  deux  médianes  du  triangle  A.BG;  démontrer 
que  les  cercles  décrits  sur  A. A.' cl  BB'  comme  diamètres  ont  pour 
axe  radical  la  hauteur  de  ABC  qui  correspond  au  sommet  (1. 

iS.  Rindi.) 
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Le  côté  AB  étant  parallèle  à  la  droite  des  centres  00',  l'axe 
radical  des  deux  cercles  est 
perpendiculaire  sur  AB.  Il 
suffit  de  démontrer  que  le 
point  C  est  d'égalepuissance 
par  rapportaux  deux  cercles. 
Pour  cela,  menons  les 
hauteurs  AO  et  BE  et  prou- 
vons que  l'on  a  : 

CD.CA'  =  GE.CB'. 
Les   deux   triangles    rec- 
tangles semblables  ADC,  BEC  donnent 
CD  _  AC  _  2CB' 
Cl  ~~  BC  -  2GT'  ' 
ou  GD.GA'  =  GE.CB'.  c.  q.  p.  d. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  G.  Russo  à  Catanzaro;  B.  S.  Sol- 
lertiusky,  à  Gatschina;  de  Times  ;  Yazou  professeur  au  collège  de  Sauheu. 


QUESTION  321 

Solution  par  M.  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


Etant  donné  un  triangle  ABC,  soit  I  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  A,  conjuguée  harmonique  de  la  hauteur  KO. par  rapport  aux 
côtés  AB  et  AG,  et  de  la  parallèle  menée,  par  le  milieu  M  de  BC,  à 
la  bissectrice  A'  intérieure  ou  extérieure  de  l'angle  BAC.  Démon- 
trer que  si  la  perpendiculaire  menée  par  I  à  BC  coupe  AB  en  B' 
et  AG  en  G',  on  a  BB'  =  CC\ 

(d'Ocagne.) 

On  sait  que  toute  parallèle  à  l'un  des  rayons  d'un  faisceau 
harmonique  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  les  trois 
antres  rayons.  Donc    IB'  =  IC 

Menons  BB",  CC"  respectivement  équipollents  (*)  aux  seg- 


(*)  C'est-à-dire  que  BB",  par  exemple,  est  parallèle  à  B'I,  égal  à  B'I,  et 
que  la  direction  de  B  à  B''  est  la  même  que  celle  de  B'  à  I. 
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ments  B'I,  CI;  alors,  IB",  IG"  sont  équipollents  aux  segments 
B'B,  C'G.  D'ailleurs,  BB',  CC"  étant  équipollents,  B"G"  a  son 


>*,("» 


milieu  en  M.  La  droite  IXI  étant  la  bissectrice  de  l'angle  B "I(J ", 
le  triangle  B"IG"  est  isoscèle,  d'où  il  suit  que 

BB'  =  UC. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  une  autre  solution,  de  cette  question,  de 
M.  Vazou,  professeur  au  collège  de  Saulieu. 


QUESTION  325 

Solution  par  M.  B.  Sollertinski,  à  Gatschina. 


Soit  a  la  droite  harmoniquement  associée  au  point  M,  par  rap- 
port au  triangle  ABG.  Les  droites  joignant  un  point  quelconque 
de  \j.  à  A,  à  B  et  à  G  coupent  les  pédales  correspondantes  du  point  M 
en  a,  p  et  y.  Démontrer  que  les  côtés  du  triangle  a'iy  passent  par 
les  sommets  du  triangle  ABG. 

(M.  d'Ocagne.) 

Soit  M'  un  point  de  u,.  Si  M'A  coupe  BG  en  A',  le  poinl 
conjugué  harmonique  de  M',  par  rapport  au  segment  AA'.  Eu 
effet,  M'A  esl  une  ti;msversale  du  faisceau  harmonique  l'orme 
par  :  ;/,  la  pédale  B^,  le  coté  BG  et  la  droite  qui  joint  au 
sommet  A  le  point  de  rencontre  de  y.  avec  BG. 
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D'après  cela,  a  appartient  à  la  droite  conjuguée  harmonique 
de  CM',  par  rapport  à  l'angle  ACB.  On  voit  de  même  que  cette 
conjuguée  passe  aussi  par  [5.  Donc  a£5  passe  par  G. 

Nota.  —  M.  A.  Boutin  nous  a  communiqué  une  solution  analytique 
cette  de  même  question. 


QUESTION  326 

Solution  par  M.  G.  Lavieuville.  professeur  au  Collège  de  Dieppe. 


Soient  un  triangle  rectangle  en  A,  AH  la  hauteur  issue  de  A, 
HK  la  'perpendiculaire  abaissée  deB.  sur  AB.  CK  coupe  AH  en  I. 

Démontrer  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  I  sur 
AG  coupe  ce  côté  au  même 
point  que  la  symédiane  issue 
deB. 

(d'Ocagne.) 

Soit  M  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  I  sur  AG.  On  a 
MC        IC  _    AC        BC       BC2 
MÂ~iK~"KH_BH^  in?' 
Donc  BM  est  la  symédiane  issue  de  B. 

Nota.  —  Solutions  par  M.   Svéchnicofï,   professeur   au  gymnase  de 
Troïtzk;  de  Times;  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


QUESTION  330 

Solution  par  M.  Galban,  élève  à  l'Ecole  polytechnique  de  Madrid. 


Soient  OX,  OY,  deux  rayons  rectangulaires  dans  un  cercle  A. 
Par  0,  on  trace  deux  rayons  OA,  OB,  symétriques  par  rapport  à 
la  bissectrice  de  YOX.  Par  B,  on  mène  des  parallèles  aux  droites 
OX,  OY;  elles  rencontrent  OA,  aux  points  I,  J.  Démontrer  que  la 
polaire  de  I,  relativement  à  A,  passe  par  J.  (G.  L.) 
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L'égalité  des  angles  BOY,  AOX,  entraiue  celle  des  angles 

OBJ,  BIO.  Les  "tri- 
angles OBJ,  01  ri  sont 
donc  équiangles,  et 
l'on  a  : 

JO  _0B 
ÔB  ~ÔT' 
OJ.  01  =  OB2  =  ÔT2- 
Le  point  A  et  le 
point  diamétralement  opposé  divisent  donc  haimoniquement 
le  segment  IJ.  D'où  l'on  conclut  la  propriété  énoncée. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  B.  Sollertinsky  à  Gastchina; 
A.  Boutin;  Svéchnicofi.  professeur  au  gymnase  de  Troïtzk;  Lavieuvillo, 
professeur  au  collège  de  Dieppe  ;  de  Times. 


QUESTION  332 

Solution  par  M.  Svéchmcoff,  professeur  au  Gymnase  de  Troïtzk  (Russie). 


Résoudre  l'équation 

i  i 


x(x— a)(x— b)     a(a— x)(a— b)    b(b— x)(b— a)     ocx*— abx— a" 

(G.  L.) 

Si  l'on  groupe  les    trois  premiers  termes,  celte  équation 

revient  à 

i  i 

o. 


abx       y.x*  —  abx  —  a3 
Si  a,  est  nul,  l'équation  est  identique.  Si  a  n'est  pas  nul; 
on  a,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  et  après  avoir 

divisé  par  k  : 

x  =  ±  a. 
Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  A.  Boutin,  et  B.  Sollertinsky  à 
Gatschina. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGGHAMPS, 


IMPRIMERIE  CENTRALE  DBS  CHEMINS  DE  H  H.  —  IMPRIMERIE  CIU1X. 
80,  RLE  UEKGÈRE,  PARIS.  —  16818-7-90. 
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LE  THÉORÈME  DE  FEUERBAGH  (*) 

Par  M.  LuiiTcrna  j  . 


Lemme.  —  La  droite  IF,  obtenue  en  joignant  le  centre  du 
cercle  inscrit  à  un  triangle  au  pied  F  de  l'une  des  hauteurs  AH, 
est  perpendiculaire  à  la  droite  DK  ;  D  étant  le  point  de  rencontre 
de  la  bissectrice  de  l'angle  A.  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle; 
K  représentant  le  point  de  rencontre  du  rayon  du  cercle  inscrit 
perpendiculaire  à  BC  avec  la  parallèle  à  ce  côté  menée  par  le 
point  H',  symétrique  de  l' orthocentre  par  rapport  à  BG. 

Soit  M  le  milieu  de  BC.  On  a 

6*  _  C2  =  MB. MF, 
b  +  c 

2  MB         MB 


ou 


MF         b - c       ME 

2 

Les  triangles  semblables  MDC,  E'AI  donnent 
MD        IE'  IE  MD  +  IE  IL 


MB       AEr 

p  —  a 

MU  +  p  - 

-a       b  +  c 

Des  égalités  : 

2 

b  +  c 

2 

MB 

IL 

MD 

MF 

=  MË' 

6+c" 

"  MB' 

,.*   ■            IL 

1   dedUlt               T-r-p: 

MF 

MD 

~  ME  - 

2 

IL  -  MD 
MF  -  ME  " 

IF 
=  ÈF' 

Ainsi,  les  triangles  EMD,  EFI  sont  semblables.  Les  triangles 
EMD,  GSF,  semblables  à  EIF,  et  dans  lesquels  DM  =  SF,  sont 
égaux.  On  a  donc 

DL  =  SG,  DS  =  LG. 

(*)  On  trouvera  {Journal,  1886,  p.  3),  une  autre  démonstration  de  ce 
théorème  célèbre. 
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Par  suite,  les  triangles  GKL,  DH'S  sont  égaux.  Ainsi 

KGD  =  ÎTDS  =  DAÏT; 
ce  qui  prouve  que  GK  est  perpendiculaire  sur  AD.  Si  l'on  con- 


sidère alors  le  triangle  DGL,  on  voit  que  1K,  GK  étant  deux 
hauteurs  de  ce  triangle,  la  troisième  hauteur  est  DK;  doue 
IF  est  perpendiculaire  à  DK. 

Théorème  de  Feuerbach.  —  Le  cercle  des  neuf  points, 

correspondant  à  un  triangle  est  tamjent  au  cercle  inscrit  et  aux 
cercles  ex- inscrits  à  ce  triangle. 

Soit  N  le  milieu  de  OH,  traçons  NI,  NE.  Pans  le  triangle 
ENL,  ou  a  : 


-  2IE 
NE2-  EM.EF 


=  1E2  +  NK2-    IE.OP. 


T_    OM+  Fil       — 2 

2  +  NE2  -  - 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES        195 

donc  NÏ2  =  r2  4-  —  -  EM.EF  -  r.OP, 

4 
égalité  dans  laquelle  on  a  posé  IE  =  r. 

Les  triangles  rectangles  semblables  DKL,  IEF,  donnent 
DL  _  EM.  _  IE 
KL  _  PD  ~  ËF 
puis  EM.EF  =  r.PD. 

Par  conséquent, 

NL2  =  r»  +  —  _  rR  =  (-  -  r 

4  \2 

r> 

et,  finalement  NI  = r, 

2 

égalité  qui  démontre  le  théorème  de  Feuerbach. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  chacun  des  cer- 
cles ex-inscrits  (*). 


ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES  SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  ilorel. 

(Suite,  voir  p.  169.) 


IV.  —  L'Hyperbole. 

81.  —  Lorsque  l'excentricité  est  plus  grande  que  l'unité,  la 
conique  prend  le  nom  d'hyperbole. 

Nous  avons  déjà  reconnu  que,  dans  ce  cas,  il  y  a  deux  som- 
mets réels  A,  A',  situés  de  part  et  d'autre  de  la  directrice.  L'un 
d'eux,  le  sommet  A,  est  situé  sur  le  segment  FX;  l'autre,  le 
sommet  A',  est,  sur  le  prolongement  de  FX,  le  conjugué  de  A 
relativement  aux  points  F,  X. 

Nous  savons  aussi  que  le  milieu  de  AA'  est  un  point  par 
lequel  passent  tous  les  diamètres  de  la  courbe,  et  que  ce  point 

(*)  Voir  aussi  :  Théorèmes  et  Problèmes  de  Géométrie  élémentaire,  6e  édi- 
tion, p.  176;  Quelques  formules  relatives  aux  triangles  rectilignes,  p.  8. 

E.  C. 
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est  un  centre  de  symétrie  de  la  figure,  comme  dans  l'ellipse. 
Il  résulte  de  là  qu'il  existe  une  seconde  directrice  D'D^,  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  au  centre,  et  un  second  foyer 
F',  symétrique  de  F  par  rapport  au  centre. 

Nous  avons  reconnu,  précédemment,  que  la  courbe  com- 
plète se  compose  de  deuxbranches  séparées,  rencontrant  l'axe 
AA',  l'une  au  point  A,  l'autre  au  point  A'  ;  chacune  de  ces 
branches  est  symétrique  par  rappoit  à  l'axe  AA'.  Il  résulte,  de 
ce  que  nous  venons  de  dire,  que  ces  deux  branches  sont,  en 
outre,  symétriques  l'une  de  l'autre,  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire à  AA',  menée  par  le  milieu  de  AA'. 

On  peut  observer  que  chacune  des  branches  est  extérieure 
à  la  portion  du  plan  limitée  par  les  deux  directrices. 

82.  Théorème.  —  La  différence  des  rayons  vecteurs  d'un 
point  quelconque  de  l'hyperbole  est  constante,  et  égale  à  AA'  (*). 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  pris  sur  la  branche 
de  droite,  pour  fixer  les  idées.  Menons  les  rayons  vecteurs 


D 

m  ' 

D                     / 

m.               An 

UX 

A' 

0 

A                    t 

n 

Fig.  23. 

FM,  F'M  de  ce  point,  et  la  parallèle  'Simm'  à  l'axe;  le  point 
m  est  compris  eutre  M  et  m',  et  nous  avons 

FM       F'M        FA        FA 

M^î  ~  M  m'  ~  ÂX  ~  ÂX7  ' 

(*)  Les  lettres  X,  X',  oubliées  sur  la  figure  -'■?,  correspondent  aux  pieds 
des  directrices  situés  sur  AA'. 
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FM  -  FM       F'A  -  FA 

Par  suite,  — — - —  =  -— —  • 

Mm  —  Mm       AX   —  AX 

Or  Mm'  -  Mm  =  AX'  -  AX. 

Donc, 

F'M  -  FM  =  F'A  -  FA  =  FA'  -  FA  =  AA'. 

Si  l'on  prend  le  point  M  sur  la  branche  de  gauche,  il  faut. 

dans  cette  démonstration,  changer  le  sens  des  soustractions. 

83.  Théorème.  —  Le  rapport  de  la  dislance  des  deux  foyers 
à  la  distance  des  deux  sommets  est  égal  à  l'excentricité. 

En  effet,  si  A-  désigne  l'excentricité,  on  a 


FA  _  F'A 
AX  ~  AX'* 

Mais, 

AX'  =  A'X; 

Donc 

k  = 

FA       F'A        FA  +  F'A 
AX       A'X       AX  +  A'X 

k~   AA' 

84.  Théorème.  —  La  normale  à  V hyperbole  est  la  bissectrice 
extérieure  de  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  correspondant  au 
pied  de  la  normale. 

Soit  M  le  point  pris  sur  l'hyperbole;  la  normale  en  M  ren- 
contre l'axe,  en  G,  et  l'on  a 

k-  FG 
k~  FM' 

FG        F'G 


d'où 
D'ailleurs  k 


FM       F'M 
FF' 
ÂÂ7' 
FF'       F'G  -  FG 


par  suite, 

v  '  A  A'       F'M  -  FM 

En  observant  que     F'M  —  FM  =  A  A, 
on  a  F'G  -  FG  =  FF'. 

D'après  cela,  le  point  G,  situé  sur  le  prolongement  de  FF', 
partage  la  ligne  FF'  en  deux  segments  soustractifs  propor- 
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tionnels  aux  longueurs  FM,  F'M.  La  droite  MG  est  donc  la 
bissectrice  de  l'angle  extérieur  du  triangle  FMF'. 

85.  Corollaire  I.  —  La  tangente  à  l'hyperbole  est  bissec- 
trice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact. 

Car  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  normale,  et,  par 
suite,  confondue  avec  la  bissectrice  de  l'angle  des  semi- 
droites  MF,  MF'. 

86.  Gorrolaire  II.  — Si  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  les 
mêmes  foyers,  les  tangentes  aux  deux  courbes,  aux  points  communs, 
sont  rectangulaires. 

Car,  aux  points  communs,  les  tangentes  sont  les  bissec- 
trices des  deux  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs;  par 
suite,  elles  sont  rectangulaires. 

87.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  projections  des 
foyers  sur  les  tangentes,  est  la  circonférence  décrite  sur  AA' 
comme  diamètre. 

Soit  MT  la  tangente  en  M.  Du  foyer  F,  abaissons  une  per- 


Fig.  l'i. 

pcndiculaire  FH  sur  la  tangente;  et  par  le  point  II,  menons  III 
parallèle  à   F'M:  cette  droite  rencontre  FM  en  un  certain 
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poinl  I.  L'angle  HMF'  ost  égal  à  MHI;  mais  il  est  aussi  égal 
à  HMF.  Donc,  HI  est  la  médiane  du  triangle  rectangle 
FHM. 

Il  en  résulte  que  HI  passe  au  point  0,  milieu  de  FF'. 

De  plus,  dans  le  triangle  F'FM,  01  est  la  moitié  de  F'M;  et 
comme  HI  est  la  moitié  de  FM,  OH  est  égal  à  la  moitié  de  la 
différence  entre  les  rayons  vecteurs.  Ainsi  OH  =  OA.  Le  lieu 
du  point  H  est  donc  la  circonférence  dont  le  centre  est  en  0, 
et  dont  le  rayon  est  égal  à  OA. 

88.  —  Réciproquement  :  Si,  par  un  point  fixe  F,  pris  à  l'exté- 
rieur d'un  cercle  A,  on  fait  passer  un  des  côtés  d'un  angle  droit 
dont  le  sommet  parcourt  la  circonférence,  l'autre  côté  est  toujours 
tangent  à  une  hyperbole,  dont  l'axe  est  le  diamètre  AA'  du  cercle  A, 
qui  passe  par  le  point  F. 

En  effet,  considérons  une  position  FHT"  de  cet  angle  droit, 
et  menons  le  rayon  OH;  puis,  par  le  point  F,  une  droite  FI 
formant  avec  FH  et  OH  un  triangle  isoscèle,  dont  FH  soit  la 
base;  cette  ligne  rencontre  HT'  en  un  point  M,  tel  que 

FM  =  2HI. 

Prenons  alors  le  point  F',  symétrique  de  F  par  rapport 
au  point  0;  et  traçons  F'M. 

Dans  le  triangle  F'FM,  on  a  F'M  =  2OI.  Donc  la  différence 
entre  FM  et  F'M  est  égale  au  double  de  la  différence  HI  —  01 
=  2OH  —  AA'.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  F  et  F',  et  pour  sommets  les  points  A,  A'. 
En  outre,  la  droite  HM  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs  du  point  M  ;  c'est  donc  la  tangente,  en  M,  à  la  courbe. 

89.  —  Cherchons  comment  se  déplace  le  point  de  contact 
sur  la  courbe,  lorsque  le  point  H  parcourt,  d'un  mouvement 
conlinu,  la  circonférence.  Nous  remarquons  d'abord  que  le 
côté  FH  oscille  simplement  entre  deux  positions  extrêmes,  les- 
quelles sont  les  tangentes  menées,  du  point  F,  au  cercle  AA'. 
Soient  FC  et  FC  ces  tangentes.  Nous  supposerons  que  le  point 
H  se  déplace  :  1°  de  A  en  G;  2°  de  C  en  A'  et  de  A'  en  C;  3°  de 
G'  en  A. 

1°  Lorsque  le  point  H  est  entre  le  point  A  et  le  point  G,  l'aogle 
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OHF  est  obtus;  par  conséquent,  le  sommet  du  triangle  isoscèle 
FHI  est  sur  le  prolongement  de  OH,  au-delà  du  point  H.  IL 
en  résulte  que  HI  est  plus  petit  que  01,  et  que,  par  suite,  FM 
est  moindre  que  F'M.  Le  point  de  contact  se  trouve  donc  sur 
la  branche  de  courbe  la  plus  voisine  du  point  F,  c'est  à  dire, 
sur  la  branche  de  droite  et  au-dessus  de  l'axe. 

2°  Si  le  point  H  se  rapproche  de  C,  l'angle  OHF  diminue  et  se 
rapproche  d'un  angle  droit;  par  suite,  l'angle  à  la  base  du 
triangle  FHI  croit,  et  le  sommet  de  ce  triangle  s'éloigne  de 
plus  en  plus.  Enfin,  si  le  point  H  vient  se  confondre  avec  G, 
le  point  I  s'éloigne  à  l'infini.  Dans  ce  cas,  le  côté  HT'  de  l'angle 
droit,  constamment  tangent  à  la  courbe  en  un  point  M, 
situé  sur  FI,  de  telle  façon  que  FM  —  2FI,  passe  par  le 
centre,  et  la  droite  OC,  indéfiniment  prolongée,  peut  être  con- 
sidérée comme  une  position  limite  de  la  tangente  à  la  courbe. 

3°  Lorsque  le  point  H  a  dépassé  le  point  C,  et  se  trouve  sur 
l'arc  CA',  l'angle  OHF  devient  aigu;  par  conséquent  le  point  I 
est  situé  sur  HO,  prolongé  au  delà  du  point  0,  et  l'on  a 
01  <  HI.  Le  point  M  est  alors  sur  la  branche  de  gauche  de  la 
courbe,  et  au-dessous  de  l'axe.  De  plus,  si  le  point  H  revient 
vers  le  point  C,  on  voit  encore  que  OG  est  tangente  à  cette 
branche  de  courbe,  le  point  de  contact  étant  rejeté  à  L'infini. 

Il  résulte  évidemment,  de  la  symétrie  de  la  figure,  que 
H  allant  de  A'  vers  C',  le  point  M  décrit  la  portion  de  courbe 
située  à  gauche;  mais  au-dessus  de  l'axe,  et  que,  si  H  se 
déplace  sur  l'arc  G'A;  le  point  M  décrit  la  portion  de  la  courbe 
située  à  droite  de  la  figure,  au-dessous  de  l'axe.  De  plus,  OC 
est  une  portion  particulière  de  la  tangente,  pour  laquelle  le 
point  de  contact  est  situé  à  l'infini. 

90.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  deux  foyers 
à  une  tangente  est  constant. 

Soient  MHH'  la  tangente  en  M,  H  et  H'  les  projections  du 
sur  cette  droite.  Prolongeons  FH  jusqu'au  point  L  où 
elle  reucontre  le  cercle  AA',  et  observons  que  les  sécantes 
parallèles  passant  par  les  points  F  et  F',  symétriques  par  rap- 
port au  centre,  sont  elles-mêmes  symétriques  par  rapport  au 
centre  du  cercle;  par  suite  FL  est  égal  à  F'H'. 
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Gela  posé,  on  a 

FH  X  FL  =  FA  X  FA'  =  ÔF2  -  ÔA2. 
Si,  de  F,  nous  menons  la  tangente  FC,  nous  avons 

FH  x  FL    =  FU2. 
Finalement  FH.F'H'  =  FC2. 

Ainsi  la  valeur  du  rectangle  constant  des  distances  des  foyers 
à  une  tangente,  est  le  carré  de  la  tangente  menée  du  foyer  au 
cercle  AA'. 

91.  —  Il  ne  serait  pas  possible  de  trouver,  sur  la  perpendi- 
culaire à  AA',  menée  par  le  centre,  un  point  appartenant  à  la 
courbe;  nous  voyons  donc  que,  si  nous  appelons  diamètre 
d'une  hyperbole  une  droite  passant  par  le  centre,  tous  les  dia- 
mètres ne  coupent  pas  la  courbe.  Nous  allons  nous  proposer 
de  chercher  quels  sont  les  diamètres  qui  reucontren  t  la  courbe; 
et,  en  outre,  quelles  sont  les  positions  relatives  de  deux  dia- 
mètres conjugués. 

Remarquons  d'abord  que  A^  A' étant  conjugués  sur  FX,  nous 
avons  M2  -  OX.OF, 

OA       OF 
0U  bien  UX  =  ÔÂ  =  *' 

Le  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre  est  donc  le  cercle 
excentrique,  relatif  au  point  0.  La  directrice  est  la  corde  des 
contacts  des  tangentes  menées  du  point  F. 

D'après  cela,  pour  trouver  les  points  d'intersection  d'une 
droite  OZ  avec  la  courbe,  nous  prendrons  le  point  Z  où  elle 
rencontre  la  directrice  DD',  nous  le  joindrons  au  foyer;  cette 
ligne  FZ  coupe  le  cercle  excentrique  en  deux  points  n  et  ?i'; 
ayant  tracé  On  et  On'  et,  par  le  foyer,  des  parallèles  à  ces 
droites,  la  parallèle  FM  à  On,  rencontre  OZ  au  point  M,  situé 
sur  la  courbe. 

Ainsi,  OZ  rencontre  l'hyperbole,  si  FZ  coupe  la  circonférence 
AA'.  Pour  cela,  il  faut  que  le  point  Z  soit  entre  C  et  C;  c'tst- 
à-dire  que  le  diamètre  soit  compris  dans  l'angle  COC,  et,  par 
suite,  dans  l'angle  opposé  au  sommet.  La  courbe  est  donc 
entièrement  située  dans  ces  deux  angles. 
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Considérons  maintenant  une  direction  quelconque  de  cordes 
de  l'hyperbole;  soit  OY  cette  direction.  Nous  savons  que,  pour 
avoir  le  diamètre  conjugué,  il  faut  mener  à  OY  une  perpendi- 
culaire FZ,  rencontrant  la  directrice  en  Z,  et  tracer  OZ.  Or, 
si  OY  est  dans  l'angle  AOC,  l'angle  YOA  étant  inférieur  à  COA, 
l'angle  ZFO,  complément  du  premier,  sera  supérieur  à  CFO; 
donc,  le  point  Z  sera  au-dessus  du  point  G,  et  le  diamètre  OZ 
sera  dans  l'angle  compris  entre  OC  et  la  perpendiculaire  OB 
à  OA.  Par  conséquent,  si  Ton  considère  les  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  situés  d'un  même  côté  de  OB,  ou  de  OA,  ils 
seront  tous  les  deux  dans  l'angle  BOA  ou  dans  l'angle  opposé 
par  le  sommet,  et  ils  seront  séparés  l'un  de  l'autre  par  la  ligne 
OC.  On  voit  de  même  que,  dans  l'angle  B'OA,  ou  dans  l'angle 
opposé  par  le  sommet  se  trouvent  des  systèmes  de  demi  dia- 
mètres conjugués  séparés  par  la  ligne  OC.  symétrique  de  OC. 
De  plus,  si  l'angle  YOA  augmente,  et  par  suite,  si  le  point  Y 
se  rapproche  du  point  C,  le  point  Z  se  rapproche  aussi  du 
point  C,  de  façon  que,  à  la  limite,  les  deux  points  Y  et  Z 
viendront  se  confondre  au  point  C.  Par  conséquent,  la  droite 
OC  possède  cette  propriété  remarquable,  d'être  le  diamètre 
correspondant  a  sa  propre  direction. 

92.  —  Nous  savons  que,  si  nous  menons  une  tangente  à 
une  conique,  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  est 
conjugué  de  la  direction  de  la  tangente.  Ainsi,  pour  t 
une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée,  il  faut  que  le 
diamètre  correspondant  rencontre  la  courbe;  par  conséquent, 
la  droite  de  direction  donnée,  menée  par  le  centre,  ne  doit 
pas  rencontrer  la  courbe  en  des  points  réels. 

Les  droites  remarquables  OC  et  OC,  dont  l'étude  nous  occu- 
pera tout  à  l'heure  plus  particulièrement,  s'appellent  les  asymp- 
totes. En  adoptant  cette  expression,  nous  dirons  dune  que. 
pour  mener  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée, 
il  faut  que  la  parallèle  à  cette  direction,  menée  par  le  centre, 
soit  siluée  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  ne  contient  pas 
la  courbe. 

93.  —  Nous  avons  indiqué  un  moyen  de  construire  les 
asymptotes,  en  menant  du  foyer  F  des  tangentes  au  cercle  A  A': 
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les  rayons  qui  passent  par  les  points  de  contact  sont  lesasym- 
totes;  niais  nous  pourrions  également  construire  ces  droites 
d'une  autre  fanon. 

Par  le  point  A,  menons  une  perpendiculaire  à  AA' jusqu'à 
sa  rencontre,  en  G,  avec  OC;  les  triangles  rectangles  COF, 
AOG  sont  égaux  puis- 
qu'ils ont  un  angle 
aigu  égal  et  un  côté 
de  l'angle  droit  égal. 
DoncAG  =  FC.  Cela 
posé,  menons  au 
point  0  une  perpen- 
diculaire à  A  Ar, sur  la- 
quelle nous  prenons 
de  part  et  d'autre  de 
0,  les  longueurs  OB 
=  OB'  =  FG,  puis, 
construisons  Je  rectangle  dont  les  côtés  respectivement  paral- 
lèles aux  droites  AA'  et  BB'  passent  par  les  points  A,  A',  B,  B'. 
Les  diagonales  de  ce  rectangle  sont  les  droites  OC  et  OC. 

BB'  est  un  axe  de  symétrie  de  l'hyperbole,  et  pour  distin- 
guer les  axes  AA',  BB' on  dit  que  AA'  est  l'axe  transverse: 
BB'  s'appelle  l'axe  non  transverse.  On  dit  aussi  l'axe  imaginaire. 

En  résumé,  si  l'on  construit  le  rectangle  dont  les  côtés,  respec- 
tivement parallèles  à  chacun  des  axes,  passent  par  les  extrémités 
de  l'autre  axe,  les  diagonales  de  ce  rectangle  sont  les  asymptotes 

de  la  courbe. 

(A  suivre.) 


SUR  LES  TRIANGLES  CARACTERISES 


Lorsque  les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  vérifient  une  relation 
telle  que 

(F)  aa2  -+-  ,362  +  yc2  =  o, 

nous  convenons  de  dire,  pour  rappeler  ce  fait,  que  le  triangle 
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considéré  est  caractérisé;  les  nombres  a,  (3,  y  peuvent  être 
appelés  caractéristiques  ou  indices  du  triangle  (*). 

Ainsi,  un  triangle  rectangle  a  pour  caractéristiques  i,  —  i, 
—  i  ;  un  triangle  isoscèle ;  o,  i,  —  i;  etc. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'étudier,  d'une  façon  générale,  les 
triangles  caractérisés;  les  résultats  acquis  pourront  ensuite  être 
appliqués  à  l'un  quelconque  d'entre  eux. 

On  observera  que  les  caractéristiques  ne  sont  pas  de  même 
signe;  d'après  cette  remarque,  on  peut  supposer  a  >  o,  |î  <  o, 
y<o. 

Théorème  I.  —  Soit  ABC  un  triangle  caractérisé,  dont  les 

indices  sont  a,  S,  y;  on  a 

(A)      (3  +  y)cotg2A-t-(y  +  a)cotg2B  +  2y  cotg  A  cotg  B 
-+-  a  +  S  —  o. 

En  effet,  la  relation  (F)  donne 

a  sin2  A  +  5  sin2B  +  y  sin2(A  +  B)  =  o, 

a  S 

on  -7T5  +  7^71  +  Y  (cot£  B  +  cot£  A^  =  °» 

sm2B       sm2A 

ou,  encore, 

a(i  +  cotg2  B)  +  f.(i  +  cotg2  A)  +  y(cotg  A  +  cotg  B)2  =  o. 

C'est  la  relation  annoncée  entre  les  cotangentes  des  angles 
A,  B. 

La  réciproque  du  théorème  en  question  est  vraie.  Si,  entre 
les  cotangentes  des  angles  A.  B  il  existe  une  relation  exprimée  par 
l'égalité  (A),  le  triangle  correspondant  est  caractérisé,  aux  indices 

a,  P.  Y- 

(*)  Un  triangle  peut  être  doublement  caractérisé,  si  l'on  a  simultanément 

-mi2  -+-  ?&s  4-  -;<:-  =  o,  -xa-  +  \'W-  -f-  y'c*  =  o  ; 

De  ces  c'aalités,  on  déduit 

o»  b*  d1 

y;'  —  yP'  ~~  ':'■*■'  —  aï'      «P'  —  P* 

Par  suite,  tous  les  triangles  correspondants  sont  semblables. 

Un  triangle  peut  être  caractérise  par  des  relations  différentes  de  celles 
que  nous  imaginons  ici;  par  exemple, 

oa  +  ifi  -r  cy  =  o,  bca   |    ocfl  +  bay  =  o,  ... 

Mais,  pour  Tinstaut  tout  au  moins,  nous  nous  bornons  à  quelques 
remarques  sur  les  triangles  caractérisés  par  L'égaillé  (F). 
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On  peut  observer  que  la  relation  (l)  est  de  la  forme 

(A'j     m  cotg2  A  +  n  cotg2  B  -+-  p  cotg  A  cotg  B  +  q  =  o, 
avec  la  condition 

(A")  m  +  n  =  p  +  q. 

Cette  relation  ne  renferme  que  deux  des  angles  du  triangle 
caractérisé.  Celle  que  nous  allons  faire  connaître  maintenant 
comprend  les  trois  angles  A,  B,  C;  elle  a,  sur  la  précédente, 
l'avantage  d'être  symétrique  par  rapport  à  ces  lettres. 

Théorème  II.  —  Lorsqu'un  triangle  est  caractérise,  aux 
indices  a,  (3,  y,  on  a 

(B)   (a  +  p)  cotg*  C  +  (p  +  y)  cotg2  A  +  (y  -4-  a)  cotg2  B 
+  acotgBcotgC  +  [BcotgCcotgA+YCOtgAcotgB  +  a  +  p4-Y  =  o. 

En  effet,  la  relation  (A),  par  permutation  circulaire  des 
lettres,  donne 

(Y  +-  «)  COtg2  B  +  (a  +  p)  COtg2  C  -+-  2  a  cotg  B  COtg  C  -+-  p  +  y  =  O, 
(a  +  p)  cotg2  C  +  (p  4-  y)  cotg2  A  -+-  2S  cotg  C  cotg  A  +  f  +  a  =  o, 
(p  -f-  y)  COtg2  A  -h  (y  +  a)  COtg2  B  4-  2y  COtg  A  COtg  B  +  a  -+-  p  —  O. 

Ajoutant,  on  a  l'égalité  (B). 

Théorème  III.  —  Réciproquement,  si  la  relation  (B)  es£ 
donnée  entre  les  angles  A,  B,  C  d'un  triangle,  celui-ci  est  carac- 
térisé, aux  indices  a,  p,  y. 

En  effet,  de  (B),  on  déduit 
V a|(  i +cotg2B)(i +cotg2C)-cotg2Bcotg2C  +  cotgBcotgCJ=o, 
ou 


— : — -  —  cotg  B  cotg  C  (cotg  B  cotg  C  —  i)  ( 
sin2  C  °  &  s  D  '  ) 

=2 


sin2  B 

cos  A  cos  B  cos  C 


sin2  B  sin2  C  sin2  B  sin2  C 

a 


=  (i  +  cos  A  cos  B  cos  C)  Y  -.   , 

^  sm2  B  sin2  C 

Finalement  ^  a  sin2  A  =  o, 

ou  m2  +  pb2  +  yc2  =  o. 
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Remarque.  —  En  observant  que  les  angles  A,  B,  G  d'un 
triangle  vérifient  la  relation 

2_>  c°tg  -^  cotg  B  =  i , 
on  peut  mettre  (B)  sous  la  forme  remarquable 

(B')     Y  j  (a  4-  S)  COtg"2  G  -+-  (a  +  ,3  +  2y)  cotg  A  COtg  B  )  =  O. 

(A  suivre.)  G.  L. 

BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES  COMPLET  (*) 


PARIS  (Avril  1890.) 

1.  —  1°  Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  R  et  un  diamètre  AB,  déter- 
miner sur  le  cercle  un  point  M,  tel  que  la  somme  des  volumes  engendrés 
par  les  segments  du  cercle  APM,  BP'il  tournant  autour  de  AB  soit 
dans  un  rapport  donné  m  avec  le  volume  engendré  par  le  triangle  rec- 
tangle AMB  tournant  autour  de  la  même  droite. 

,    .  .     o  a 

2°  Etant  donne  sin  a,  trouver  sm  -,  cos  -• 

2  2 

Application  au  cas  où  l'on  a  :  a  =  780e. 

2.  —  1°  Formule  des  annuités. 

2°  On  coupe  un  tétraèdre  non  régulier  ABCD  par  un  plan  parallèle  aux 
côtés  opposés  AB  et  CD. 

(a)  Démontrer  que  la  section  EFGII  faite  par  ce  plan  dans  le  tétraèdre 
est  un  parallélogramme. 

EG       EF 

(b)  Démontrer  que  l'expression  — -  -f-  —    reste  constante,  quand  le 

plan  EFGH  se  déplace  en  restant  parallèle  aux  côtés. 

(c)  Trouver  la  position  du  plan  pour  laquelle  la  surface  du  parallélo- 
gramme est  maximum. 

3.  —  1°  On  donne  deux  circonférences  O  et  O'  de  rayons  R  et  R';  la 
distance  des  centres,  égale  à  cl,  et  une  parallèle  à  00'  menée  dans  le  plan 
des  deux  circonférences  et  à  une  distance  b  de  00'.  On  demande  de 
trouver  sur  AB  un  point  M  tel,  qu'en  menant  les  tangentes  MT,  MT'  à  O 

et  O',  le  rapport  — =   soit  égal  à  un  nombre  donné  k. 

2°  Démontrer  qu'une  fraction  dont  les  termes  sont  premiers  entre  eux 
est  irréductible. 

i. nonces  empruntés  au  Journal  des  examens  de  la  Sorbonnc.  1  Librairie 
Oroviile-Morant,  20  rue  de  la  Sorbonue.i 
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4.  —  1°  Construire  la  distance  d'un  point  à  un  plan  en  géome'lrie  des- 
criptive, 

2°  Un  cône  est  inscrit  à  une  sphère  de  rayon  R.  Trouver  le  maximum 
de  la  surface  latérale  de  ce  cône.  —  Le  cône  est  engendré  par  la  rotation 
de  la  corde  AB  autour  du  diamètre  AD.  On  prendra  comme  inconnues 
À~b2  =  x  et  BD2  =  y. 


QUESTION  303 

Solution  par  M.  B.  Sollertinsky,  à  GatscLina. 


On  donne  une  sphère  et  un  point  fixe  S.  On  coupe  la  sphère  par 
un  plan  (P),  et  l'on  prend  le  petit  cercle  d'intersection,  ainsi  obtenu, 
comme  directrice  dun  cône  ayant  S  pour  sommet.  Ce  cône  coupe 
de  nouveau  la  sphère  suivant  un  petit  cercle  dont  le  plan  est  (Q). 
Démontrer  que,  si  l'on  fait  varier  le plan(P),  de  façon  qu'il  passe 
par  un  point  fixe,  le  pian  (Q)  passe  aussi  toujours  par  un  même 
point.  (Mannheim.) 

Soit  A  le  point  fixe  par  lequel  passent  les  plans  (P).  En 
considérant  le  plan  déterminé  par  le  centre  de  la  sphère  pro- 
posée etpar  les  deux  points 
fixes  S,  A,  on  voit  que  le 
théorème  en  question  re- 
vient à  la  propriété  sui- 
vante : 

On  donne  un  cercle  V  et 
deux  points  fixes  A,  S;  par 
A,  on  fait  passer  une  trans- 
versale qui  coupe  Y  aux 
points  M,  N;  les  droites  SM, 
SN  coupent  de  nouveau  V 
aux  points  M',  N'  :  M'N' 
passe  par  un  point  fixe. 

Nous  rappellerons,  en  deux  mots,  comment  on  démontre 
cette  proposition  bien  connue. 
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La  polaire  A,  du  point  S,  passe  par  le  point  de  concours  w 
des  droites  MN,  M'N',  et  le  faisceau  (coS,  a>A,  wM'N',  wMN)  est 
harmonique.  Par  conséquent,  les  quatre  points  S,  A',  B,  A, 
communs  à  ce  faisceau  et  à  la  droite  SA,  forment  une  division 
harmonique.  Les  points  A,  B,  S,  étant  fixes,  on  voit  que  A' est 
lui-même  un  point  fixe. 


QUESTION  3-27 

Solution  par  M.  Lavielville,  professeur  au  collège  de  Dieppe. 


Une  circonférence  A,  passant  par  le  centre  0  d'une  autre  cir- 
conférence A',  coupe  celle-ci  en  A,  B.  Une  corde  AM  de  A'  ren- 
contre A  en  M'.  Démontrer  que  BM'  —  MM'. 

De  ceite  remarque,  déduire  une  solution  du  problème  suivant  : 
Deux  points  A,  B  étant  donnés  sur  une  circonférence  A.  trouver, 
sur  A,  un  point  M,  tel  que  MA  +  MB  suit  égale  à  une  longueur 
donnée  2h.  (B.  Sollertinsky) 

1°  On  a         AOB  =  A^TB  =  MÂÏB  +  MÏÏTi'. 

Or      M^MB  = 

on  a  donc  aussi 


AOB 


MBM'  = 


AOB 


et,  par  suite, 

BM'  MM'. 
2°  Du  point  0,  milieu  de  l'arc 
AB,  comme  centre,  avec  uu 
rayon  (>A.  décrivons  la  circon- 
férence A';  et,  du  point  A  comme 
centre,  avec  ih  pour  rayon,  décrivons  l'arc  .MM,  et  traçons 
AM,  AM,.  Les  points  demandés  sont  M'  et  M',. 

Le  maximum  de  2I1  est  le  diamètre  AOD;  on  a  alors  A  —  AO. 
Il  y  aura  donc  deux,  une  ou  zéro  solutions,  suivant  que  h  sera 
inférieur,  égale  ou  supérieur  à  AO. 
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On  voit  que  le  problème  revient  à  construire  un  triangle 
AM'B  connaissant  la  base  AB,  l'angle  opposé  AM'B  =  AOB  et 
la  somme  ih  des  deux  autres  côtés;  question  connue,  mais 
dont  la  remarque  précédente  fournit  une  élégante  solution. 

Remarque.  —  Si  l'on  prenait  MA  —   MB  =  2/1,  le  segment 

auxiliaire  devrait  être  capable  d'un  angle  90°  -+-  '- • 


QUESTION  333 

Solution  par  M.  Auguste  Boitin. 


Sur  une  droite  OA,  de  longueur  2d,  on  prend  des  points  qui  la 
partagent  en  211  parties  égales.  Aux  points  de  division,  on  applique 
des  forces  parallèles,  mesurées  par  les  distances  de  leurs  points 
d'application  au  point  0.  Ces  forces  ont  même  direction,  mais 
sont  alternativement  dirigées  dans  un  sens  et  dans  l'autre.  On 
demande  :  f°  l'intensité  R  de  la  résultante;  2°  la  distance  x  de  son 
point  d'application  au  point  0.  (Moureau.) 

1°  Si  l'on  prend  pour  unité  la  longueur—  d'une  division,  on 

11 

peut  observer  que  cbacune  des  forces  appliquées  aux  numéros 
pairs,  (en  désignant  les  points  de  division  par  o,  1,  2,  ...  2/1) 
surpasse  d'une  unité  la  force  appliquée  au  numéro  impair 
précédent.  Comme  il  y  en  a  n  de  chaque  espèce,  l'intensité  R 
de  la  résultante  est  mesurée  par  n.  c'est-à-dire  par  la  moitié 
deOA. 

2°  Si  l'on  prend  les  moments  par  rapport  à  0,  on  peut  obser- 
ver que  ia  différence  entre  les  moments  de  deux  forces  consé- 
cutives est  (2K)2  —  (2K  —  1 Y  ou  4K  —  1 .  On  a  donc  à  faire  la 
somme  des  n  premiers  nombres,  de  la  forme  4K  —  1,  ce  qui 
donne  d(2ii  +  1)  et  comme  le  moment  de  la  résultante  est  nx. 
ou  a 

2J1  +   I     . 

x  =  a. 
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Ainsi  son  point  d'application  est  situé  sur  le  prolongement 
de  OA,  en  un  point  A'  tel  que  AA'  soit  égal  à  une  des  divisions. 

Remarque.  —  On  résout  la  même  question  par  l'application 
des  théorèmes  classiques.  On  a,  eD  effet. 

R  =  -  [2   +  4  +    ...    271  —   (l    +    3   +    ...    -f-    271  —    i)] 

d 

=  —  [n(n  -+-  1)  —  n*\  =  d; 


dx  —   —  [22  4-  42  + 

n2  L  ^ 


ou,  enfin, 


(2W)2  —    I 


2n(n  +   I  )(2)l  4-   1) 


-  32  . 
n(/\.n* 


—  (211  —  i)]s 
•  0" 


2)1    -f-     I 

x  =  a. 


QUESTION   334 

Solution  par  M.  de  Times. 


Un  trièdre  S,  ABC  est  tel,  que  le  dièdre  suivant  SA  soit  droit, 
de  plus  on  suppose  que  les  faces  BSA,  CSA  sont  égales. 

En  posant       BSA  =  CSA  =  a,        BSG  =  [i. 

La  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique,  appli- 
quée àun  triangle  rectangle  isoscèle,  prouve  que  Von  a: 
cos  p  —  cos*  a. 

On  propose  de  reconnaître  élémentairement,  cette  relation  et 
d'en  déduire  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Si  l'on  coupe  le  trièdre  considéré  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'une  des  arêtes,  le  triangle  obtenu  est  rectangle. 

1°  Si  l'on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  SA  du 
dièdre  droit,  le  triangle  ABC,  formé  en  joignant  les  intersec- 
tions de  ce  plan  avec  les  arêtes  du  trièdre,  sera  rectangle  en 
A,  puisque  l'angle  BAC  est  l'angle  rectiligne  correspondant  au 
dièdre  droit  SA.  D'autre  part,  de  l'égalité  des  triangles  SAB, 
SAC,  il  résulte  que  AB  =  AC  :  le  triangle  ABC  est  à  la  fois 
rectangle  et  isoscèle. 
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On  a  donc  BC2  =  2AB2; 

ou,  si  l'on  mène  la  bissectrice  SI  de  l'angle  du  sommet  du 
triangle  BSC, 


BC  =  2BI. 


D'ailleurs, 
BI 
Ces  égalités  donnent 


BI  -=  BSsin-  S, 
2 


AB  =  BS  sin  a. 


2  sm' 


6  =  sin2  a, 


1  —  cos  B 


ou 


COS2  a, 


ou  enfin 

(1)  cos  B  =  cos2  a. 

2°  Si  l'on  coupe  le  trièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'arête  SB,  par  exemple,  la  section  A'BC  est  un  triangle 
rectangle.  s 

Dans  les  triangles 
rectangles  SBA', 
SBC,  on  a: 

SB  =  SA' cos  a, 

SB  =  SC  cos  8  ; 
par  suite 

SA' cos  a=SC'cos8, 
ou,  d'après  (1), 

SA'  =  SC  cos  a; 
et  cette  dernière  re  - 
lation  exige  que  le 
triangle    SA'C    soit 
rectangle  en  A'. 

Les  plans  S'AC,  SA'B  étant  perpendiculaires,  la  droite  C'A', 
située  dans  le  premier  et  perpendiculaire  à  leur  intersection, 
est  donc  perpendiculaire  au  plan  SA'B  et,  par  suite,  perpen- 
diculaire à  la  droite  A'B;  ainsi  le  triangle  A'BC  est  rectangle. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  M.  Lavieuville  professeur  au  collège 
de  Dieppe,  et  B.  Sollertinsky  à  Gatschina. 


2T2 
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QUESTION   335 

Solution  par  M.  G.  Russo  (à  Gatanzaro,  Italie). 


Soit  yOx  un  angle  droit.  Sur  Oy  on  donne  un  point  fixe  A,  par 
lequel  on  mène  une  transversale  mobile  rencontrant  Ox  en  C  :  la 
bissectrice  de  OAC  coupe  Ox  en  D. 

/°  Démontrer  que  la  perpendiculaire  élevée  en  D,  à  AD,  ren- 
contre AC  en  un  point  J  dont  le  lieu  géométrique  est  une  parabole 
de  foyer  A  ; 

2°  La  perpendiculaire  menée  par  A,  à  la  transversale  AC,  coupe 
Ox  en  B:  la  bissectrice  de  l'angle  ABC  rencontre  AC  en  J  :  le  lieu 
de  J  est  aussi  une  parabole  de  foyer  A; 

3°  Les  droites  AD,  BJ  se  coupent  en  un  point  K  :  le  lieu  de  K 
est  une  ligne  droite.  G.  L. 

1°  La  proposition  énoncée  est  la  conséquence  d'une 
remarque  relative  au  triangle  rectangle,  que  nous  démon- 
trerons d'abord.  Voici  cette  proposition  : 

Soit  BAC  un  triangle  rectangle  en  A;  la  bissectrice  de  BCA 
l'cncontrant  AB  en  D,  on  élève,  en  D,  à  CD,  une  perpendiculaire 
qui  coupe  BC  en  E;  les  projections  des  segments  CD,  DE  sur  AB 
sont  égales. 

En  effet,  abaissons  DH  perpendiculaire  sur  BC  ;  les  triangles 

CAD,  CHD  sont  égaux  et 
donnent  DH  =  DA.  D'ail- 
leurs, les  angles  KDE, 
EDH  sont  égaux  à  la  moi- 
tié de  l'angle  C;  par  suite 
les  triangles  KDE,  H  DE 
sont  égaux.  On  a  donc 
DH  =  KD;  et,  par  suite, 
KD  =  DA. 

Cela  posé,  la  droite  AD  rencontrant  la  perpendiculaire  [P 
abaissée  de  I,  sur  OX,  en  un  point  Q;  le  triangle  AIQ  ayant 
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les  angles  QAI,  AQI  égaux,  donne  IA  —  1Q.  D'ailleurs,  d'après 
la  remarque  faite  tout  à  l'heure,  les  triangles  OAD,  DPQ  sont 
égaux;  et  PQ  =  OA. 

Ainsi,  le  lieu  du  point  Q  est  une  droite  A  parallèle  à  OX  et 
passant  par  le  symétrique  de  A  relativement  au  point  0;  on 
peut  donc  dire  que  I,  dans  son  mouvement,  est  un  point  éga- 
lement éloigné  du  point  fixe  A,  et  de  la  droite  A;  le  lieu  de  I, 
par  conséquent,  est  une  parabole  ayant  A  pour  foyer,  et  dont  la 
directrice  est  la  droite  A,  déterminée  comme  nous  l'avons  dit. 

2°  Le  point  J  est,  par  sa  construction  même,   équidistant 


Fig.  2. 

de  A  et  de  OX  ;  il  décrit  donc  une  parabole  ayant  pour  foyer  A 
et  pour  directrice  OX  ; 

3°  On  voit  immédiatement  que  BJ  est  parallèle  à  DI;  BK, 
dans  le  triangle  ABD  est  donc,  tout  à  la  fois,  une  hauteur  et 
une  bissectrice.  Ainsi  K,  est  le  milieu  de  AD;  et  le  lieu  décrit 
par  K  est  une  perpendiculaire  à  OA,  en  son  milieu. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Galban,  à  Madrid;  SvéchnicoiT, 
professeur  au  Gymna  e  de  Troïlzk; 
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QUESTION  336 

Solution  par  H.  Ignacio  Beyens,  capitaine  du  Génie,  à  Cadix. 


Dans  un  triangle  ABC,  AT  est  la  tangente  au  cercle  circon- 
scrit, et  une  sécante  quelconque  coupe  AT,  AB,  AG  en  des  points 
T,  B',  G'.  Démontrer  que 

AB        AG        BG 

AU'  ~  ÂF  ~  AT7  ' 

(Cl.  Thiry.) 

Les  triangles  AG'T',  ABG,  dans  lesquels  les  angles   ABG, 


G'AT'  sont  égaux,  donnent  : 
ABG 


AB.BG 
AG'T'  ~~~  AG'.AT' 
AB'G'       AB'.Atf 


On  a  aussi 

ABG         AB.AG 

De  ces  relations,  on  déduit 

AB'T'        AC'.AB'        AG'.AT' 

(1) 


ABG 


AB.AG 


AB.BG 
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Mais  B'AT'  =  A  +  B  =  -  -  C. 

D'après  cela,  les  triangles  AB'T',  ABC  ayant  un  angle  sup- 
plémentaire, 

JLWT      ab-.at 

1  '  ABC         AC.bC 

Les  égalités  (1),  (2)  donnent 

AC'.AB'       AC'.AT'       AB'.AT' 
AB.AC   +  AB.BC   =  =   AC.BC  ' 
ou  AC .  AB'  BC  +  AC .  AT .  AC  =  AB' .  AT' .  AB . 

En  divisant  par  AB'. AC'.AT',  il  vient 
BC  AC  AB 
AT'  +  ÂB'  ~  ÂC7  ' 

„  .    B     ,  AB        AC        BC 

d  ou,  finalement,        _-  —  =  _. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  G.  Russo;  B.  Sollertinsky. 


QUESTION    340 

Solution  par  M.  Ém.  Lemoine. 


Les  côtés  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  sont  fixes;  le  côté  BC 
roule  sur  une  courbe  donnée  A.  Démontrer  que  V orthocentre  H  du 
triangle  ABC,  et  le  centre  0  du  cercle  circonscrit,  décrivent  deux 
figures  symétriquement  semblable*.  (Neuberg.) 

0  et  H  étant  des  points  inverses,  AO,  AH,  font  des  angles 
égaux  avec  la  bissectrice  de  BAC. 

HA  est  le  double  de  la  distance  OA'  de  0  au  côté  BC.  Le 
triangle  rectangle  COA'  donne 

AH        AH 

=    — -    =  2  cos  A. 

CO        AO 

Donc,  la  figure  symétrique,  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  donné  A,  du  lieu  décrit  par  0,  est  une  courbe  boino- 
tbétique  au  lieu  décrit  par  lu  point  H. 

Nota.  —  Solution  analogue  par  11.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


371.  —  Par  chacun  des  sommets  du  triangle  ABC,  on  mène 
des  perpendiculaires  aux  deux  côtés  qui  s'y  rencontrent.  On 
forme  ainsi  trois  parallélogrammes  ayant,  chacun,  une  diago- 
nale extérieure  au  sommet  correspondant  du  triangle.  Démon- 
trer : 

1°  Que  ces  trois  diagonales  passent  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ABC; 

2°  Qu'elles  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  trois 
symédianes  du  triangle. 

Corollaire.  —  Les  points  où  elles  rencontrent  les  symédianes 
sont  les  sommets  du  deuxième  triangle  de  Brocard. 

(d'Ocagne.) 

372.  —  SoientAB,  BC,  CA  les  directions  positives  des  côtés 
d'un  triangle  ABC.  Par  les  sommets,  on  mène  des  droites  AP, 
BQ,  CR  faisant,  avec  ces  directions  positives,  un  même  angle  a. 

Les  droites  considérées  forment  un  triangle  A'BrC;  démon- 
trer : 

1°  Que  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  A'B'C  coïncide  avec 
l'orthocentre  de  ABC; 

2°  Que  tout  point  remarquable  de  A'B'C  décrit  une  circon- 
férence. 

Toutes  ces  circonférences  passent  par  un  même  point;  l'or- 
thocentre de  ABC. 

Elles  constituent  un  réseau  de  circonférences  remarquables 
relativement  au  triangle  ABC.  (G.  L.) 


Le  Direcleur-gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 
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SUR  LE  SIXIÈME  CAS  DE  LA  RÉSOLUTION  DES  TRIÈDRES 

Par  M.  JLauveruay. 


Il  s'agit  de  construire  un  trièdre,  connaissant  les  trois 
dièdres. 

Prenons,  pour  plan  du  tableau,  celui  de  la  face  BSC,  et  sup- 
posons le  problème  résolu.  Nous  pouvons  nous  donner  la 
droite  sur  laquelle  se  trouvera  placée  l'arête  SB,  ainsi  que  la 
projection  a  d'un  point  A  de  l'arête  SA.  Mais  il  reste  à  déter- 
miner le  sommet  S  et  les  positions  des  arêtes  SC,  SA.  De  a. 
mêlions  aB,  aC,  perpendiculaires,  respectivement,  aux  droites 


SB.  SC;  les  droites  AB,  AC,  sont  perpendiculaires,  respecti- 
vement, à  SB,  SC.  Le  triangle  rectangle  AaB  est  donc  déter- 
miné. Par  suite,  Aa  est  connu;  le  triangle  rectangle  AaC  l'est 
aussi.  Le  plan  AaB  étant  perpendiculaire  à  la  face  ASB.  si, 
dans  ce  plan,  on  mène  a}  perpendiculaire  à  leur  intersection 
AB,  ap  est  perpendiculaire  à  la  face  ASB;  de  même,  la  hauteur 
a-;  du  triangle  AaC  est  perpendiculaire  à  la  face  ASC.  Par 
suite,  le  plan  aj3y  est  perpendiculaire  à  SA.  Soit  a  le  point 
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de  rencontre  de  SA  avec  ce  plan  :  l'angle  3ay  mesure  le  dièdre 
SA,  et  le  quadrilatère  bi-rectangle  a(3ay  est  déterminé. 

D'après  ces  diverses  remarques,  pour  résoudre  le  problème 
en  question  :  1°  on  construit  le  triangle  rectangle  AaB  (on 
connaît  aB  et  l'angle  B)  ;  2°  on  construit  le  triangle  rectangle 
A'/U  (on  connaît  Aa  et  l'angle  G);  3°  on  trace  les  hauteurs  a3, 
ay  de  ces  triangles,  et.  avec  celles-ci,  on  forme  un  triangle 
dans  lequel  l'angle  compris  est  ti  —  A;  le  diamètre  de  la 
circonférence  circonscrite  à  ce  triangle  a3y  est  égal  à  aa; 
4°  on  construit  un  triangle  rectangle  égal  à  ASa  (connaissant 
un  côté  Aa  et  la  hauteur  aa);  ce  qui  permet  de  connaître  la 
longueur  Sa  et  de  déterminer  le  point  S,  au  moyen  d'un  arc 
de  cercle  décrit,  de  a  comme  centre,  avec  uu  rayon  égal  à  la 
longueur  Sa,  trouvée  comme  nous  venons  de  l'expliquer.  On 
détermine  ensuite  facilement  SA  et  SC. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  le  tracé  de  l'épure, 
et  de  tirer,  de  cette  construction,  les  conditions,  connues,  de 
possibilité  du  problème. 


APPLICATION  DES  DETERMINANTS  A  LA  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  L«.  Bénézech. 


I.  —  Soient,  dans  l'espace,  n  points  quelconques  A,,  A2,  ... 
A„  [ii  ^  4)  et  une  sphère  quelconque  dont  0  .«oit  leceutre  et  p  le 
rayon.  Affectons  cesn  points  Aj.  A.,. ...  A„,de  coefficients  respec- 
tifs 04,  aa,  ...  a,„  de  façon  que  le  point  0  soit  leur  centre  des 
distances  proportionnelles.  La  détermination  de  ces  coeffi- 
cients sera  toujours  possible  etn  —  3  d'entre  eux  pourront  être 
pris  arbitrairement  (*).  Dès  lors,  d'après  un  théorème  connu,  on 

(*)  Cette  possibilité  est  rendue  évidente  en  observant  que  les  n  incon- 
nues a„  a2,  a3,  ...  a,„  doivent  simplement  véritier  les  trois  équations 
linéaires  et  hoaio.ènes 

a.fcr,  —  X)  -H  1J.1:,  —  X)  -+-  . . .  4-  *n(xn  —  X)  =  o, 

a.(</.  —  V)4-  ot,(î/j  —  Y)  +  ...  -4-  *„((/„  —  Y)  =  o, 

a,:,-/      ■      ij(*»  —  Z)+  ...    hMl»-  Z)=o; 

dans  lesquelles  (X.  Y,  Z),  (x,,  y,,  =,),''•..,  yt,  «,),  ...  (./•„,  i/„,  zn)  désignent, 
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a,  pour  tout  point  Mt  de  l'espace, 

o^MjA?  +  aaMtA2  +   ...-+-  zMJZ 

=  a,OA?  -h    ...    -h  anOA*    4-  OU*  (a,  +  a,  +   ...   -4-  aB). 

On  conclut,  de  cette  relation,  que  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  la  valeur  du  premier  membre  est  égale  à  une  con- 
stante K3,  est  une  sphère,  dont  le  rayon  OMt  est  donné  parla 

formule :ÔMÎ  =  K°  ~  ^  ~  •  •  •   -  ^  _      ^ 

«!+...   +    ï.„ 

coefficients  étant  arbitraires,  on  peut  les  choisir  de  telle  sorte 
que 

,  _  K3  ~  «iÔÂi  -    ...    -  a„ÛT„ 

p    —   ; ; • 

at   -4-   .  .  .   -+-  a„ 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  une  sphère  0  et  n  points  quelconques  de  l'espace, 
At,  A2,  . .  .  A,„  on  peut  toujours  déterminer  n  coefficients  <xi,  a2. 
...  a„  de  façon  que  le  lieu  des  points  Mx  qui  vérifient  la  relation  : 

atM]Âl  -4-  a2MiA2  +  . . .  +  a„AliAÎS  =  K3 
(K3  étant  une  constante  qui  peut  être  nulle)  soî7  /a  sphère  Q(*). 

II.  —  Cela  posé,  prenons,  sur  la  sphère  0,  n  +   i  points 
arbitraires  Mt,  M2,  ...  Mn+1. 
En  vertu  de  la  proposition  précédente,  on  a 


respectivement,  les  coordonnées  des  points  0,  Al;  A,,  ...  An,  par  rapport 
à  trois  axes  de  coordonnées.  D'ailleurs 

xx  —  X    .r,  —  X    xà  —  X 

Vi  —  Y     &  —  Y     î/3  —  Y 

»,  —  Z     z,  —  Z     s?  -  Z 
par  exemple,  n'est  pas  nul,  puisque  les  points  A,,  As,  A3,  . . .  An  ne  sont 
pas  tous  dans  un  même  plan. 

(*)  Notons,  toutefois,  que  cette  proposition  est,  en  général,  en  défaut,  si 
l'on  suppose,  à  la  fois,  «=4,  K3  =  o.  Dans  ce  cas  particulier,  en  effet,  un  seul 
des  coefficients.  oc4,  par  exemple,  étant  arbitraire  et  la  résolution  des  équa- 
tions qui  fournissent  au  aa,  a3,  donnant,  pour  ces  coefficients,  des  valeurs 

K3  — a,OA,    ...  —  anQAn"   est    indépendante 


homogènes  en  a4,  l'expression 


de  x4  :  on  n'a  donc  pas,  en  général, 


a,  +  a2  -+-  ...  +  a„ 

K3-a;OÂ1ï-...-anÔÂ7 


a,  4-  aj  -+-  ..    +  ot. 
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at  M^Âi     +  7.2  MjA?     +  .  •  •  +  y.,M^i    -  K3  =  o, 
ajM^i     +  a2M2A2     +  . .  •  -+-  a»MaAÎ     —  K3  =  o, 


atMn+1Ai  +  a2Mn+iA2  +  . . .  +  tt«Mn+1An  —  K3  =  o. 
Si  l'on  élimine  a1(  aa,  ...  an,  —  K3,  entre  ces  n  +  i  équations, 
il  vient 


(1) 


m; Ai    M^a    ...  m, a;    i 


M2Ai     M2Ai 


M2A„     i 


o. 


Mn+1A4Mn+1A2  .  .  •   M„+1A„  i 
Pour  n  —  4,  l'égalité  (4)  donne  une  relation  entre  les  distances 
respectives  de  cinq  points  d'une  sphère,  à  quatre  points  quelconques 
de  l'espace. 

III.  —  La  proposition  du  §  1  donne  encore 


s^MtAi  +  a2M,A2  + 

\'i  +  a2M2A2  ■+- 


+  2..M,  a;  =  o, 

+  a„M2A„  =  o, 


(XiMnAi  +  «2MnA2  +  . . .  +  KnMnA„  =  o. 
Par  suite, 


(2) 


.M,  A!  MtA2    .    .    M4A„ 


M2Aj  M2A2 


M.  a; 


:    O. 


MnAÎ  MnA;    ...    MnA„ 

(  !ette  é  galité,  pour  n  =  5,  donne  une  relation  entre  les  distances 
respectives  de  cinq  points  d'uni-  sphère,  à  cinq  //omis  quelconques 
de  l'espace. 
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En  supposant  toujours  n  =  5,  si  l'on  admet,  de  plus,  que  les 
points  At  A2  ...  A5  coïncident,  respectivement,  avec  les  points 
M,  M,  ...  Ms,  la  relation  (2>  devient: 


o      MtM| 

XTTMf      o 


MSM^ 


M8MÎ    MSM|        o 


M8M^    M3M^ 
o       MjSf 


o. 


M4Mj   MX   M,M? 

st^ït  spi?  m^S  5ï^ii    o 

C'est  une  relation  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  points 
d'une  sphère  (*). 

IV.  —  Lorsque  les  points  A*,  A2,  . .  .  A„,et  le  point  0,sont 
dans  un  même  plan,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  n  points  (11  >  3  |A15  A ..  .  .  .  A,„  situés  dans  un  même 
plan,  et  une  sphère  quelconque  dont  le  centre  est  dans  ce  plan,  on 
peut  toujours  déterminer  n  coefficients  04,  a,,  .    .  an,  de  telle  sorte 


que  le  lieu  des  points  M,  tels  que  l'on  ait  :  o^M^Ai  -h  oc2MlA2  -+-  .  . . 
+  a„MjA;  =  K3  (K3  étant  une  constante  qui  peut  être  nulle), 
soit  la  sphère  O. 

On  démontrerait  cette  proposition  comme  son  analogue  du 
§  I;  on  prouverait  aussi  qu'elle  est,  en  général,  en  défaut 
pour    n  =  3,  K;i  =  o. 

De  ce  théorème  résultent  des  relations  identiques  aux  éga- 
lités (1)  et  (2).  Si  l'on  suppose  que  les  poin's  M^M,  .  .  .  soient 
situés  sur  la  circonférence  déterminée  par  le  plan  de  ces  points 
et  par  la  sphère  O. 

1°  Pour  n  =  3,  l'égalité  (1)  devient  : 


MiAÎ  MtA;  M.Ay  i 

M^ï  M3  3I~V:  1 

3î~Vï  ÏÇg  M^3  1 

M^ï  M^J  M^  1 


=  o. 


'  Cette  relation  est  attribuée  à  Feuerbach,  qui  l'a  donnée  sous  une 
autre  forme.  M.  Gayley  en  a  donné  une  démonstration  Lomé  II  du  Jour- 
nal de  Cambridge  qui  repose  sur  l'équation  de  la  sphère  et  sur  la  multi- 
plication des  déterminants.  (Voyez  la  géométrie  de  MM.  Rouché  et  de 
Comberousse,  t.  II,  p.  546.) 
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C'est  une  relation  entre  les  distances  respectives  de  quatre  points 
d'un  cercle,  à  trois  points  quelconques  de  son  plan. 
2°  En  faisant    n  —  4,     dans  (2),  on  a  : 


M,AI    M,A|    MtA5     M,A4 


2       -tr    t  2 


MA    M2A|    M2A3"     M2A 


M3AI    MSA^    M3A3     M3A4 


=  o, 


M4Af    M^Âl     M.A-3     M4AI 
relation  entre  les  distances  respectives  de  quatre  points  d'un  cercle 
à  quatre  points  quelconques  de  son  plan  (*). 

On  déduit  encore  de  cette  relation,  en  supposant  que 
A,,  A2,  A3,  A4  coïncident  respectivement  avec  M,,  M2,  Al3,  M4, 
une  relation  entre  les  distances  mutuelles  de  quatre  points  d'un 
cercle;  c'est-à-dire,  le  théorème  de  PtoUmée. 

V.  —  Enfin,  lorsque  les  points  O,  A15  A2,  .  . .  A„  sont  sur 
une  même  droite,  on  peut  dire  que  : 

Etant  donnés  n  points  (n  ^  2)  At,  A2.  ...  A„  situés  sur  une 
même  droite,  et  une  sphère  quelconque  dont  le  centre  O  est  sur  cette 
droite, on  peut  toujours  déterminer  n  coefficients  a,.  a2,  . . .  a„,  de 

— — o  Q 

façon  que  le  lieu  des  points  Mj  tels  que  o^M^Ai  4-  ix1MtAa  -+- 
...  +  ocnMjA,,  =  K3  (K3  étant  une  constante  qui  peut  être 
nulle)  soit  la  sphère  O. 

On  démontrerait,  comme  dans  la  noie  du  §  I.que  cette  pro- 
position est,  ordinairement,  en  défaut,  dans  le  cas  particulier 
où  l'on  a    n  —  2,  K3  =  o. 

On  déduit,  de  là,  des  relations  entre  les  distances  respectives  de 
trois  points  d'une  sphère  à  deux  points  arbitrairement  choisis  sur 
un  diamètre  quelconque  de  cette  sphère;  et  aussi,  des  relations  entre 
les  distances  respectives  de  trois  points  d'une  sphère  à  trois  points 
quelconques  d'un  diamètre  de  cette  sphère. 

Dans  le  cas  où  les  points  Mt,  M2...  sont  sur  le  cercle  déter- 
piiné  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  <>ii 
situés  les  points  A,,  A2....  et,  en  supposant  /)  =  2,  l'égalité  (1) 
donne  une  relation  entre  les  distances  respectives  de  trois  points 

[•)  M.  Antomari  a  établi  cette  relation  par  d'autres  considérations  (Voir 
Nouv.  Ann.,  1882). 
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d'un  cercle  à  deux  points  pris  arbitrairement  sur  un  diamètre 
quelconque  de  ce  cercle;  et  eu  supposant  /*  =  3,  l'égalité  2) 
établit  uue  relation  entre  les  dislances  respectives  de  trois  points 
d'un  cercle  à  trois  points  quelconques  d'un  diamètre  quelconque. 

Remarque.  —  Nous  venons  de  voir  que,  étant  donnés  une 
sphère  et  un  de  ses  diamètres,  si  l'on  prend  sur  la  sphère  trois 
points  MjjMjjMj  et,  sur  le  diamètre,  deux  points  \n  A2,  on  a 


Mi  Aï     Mtàl     i 

mTâI  mTâI   i 


M3AÎ  M3A2  1 
Si,  maintenant,  nous  considérons  quatre  points  quelconques 
de  l'espace  et  trois  points  quelconques  sur  une  droile  arbi- 
traire; on  a  une  relation  analogue  à  la  précédente.  Dans  une 
autre  Xote  nous  reviendrons  sur  cette  propriété,  et  nous  mon- 
trerons comment  elle  peut  se  déduire  d'une  proposition  plus 
générale. 


ETI/DE  SUR   LÀ  GEOMETRIE  ELEMENTAIB 

DES   SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Auguste  Alorel. 

{Suite,  voir  p.  195.) 


94.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle 
droit  circonscrit  à  l'hyperbole,  est  un  cercle  concentrique  ù  cette 
hyperbole. 

On  observera  d'abord  que  les  foyers  de  l'hyperbole  étant 
extérieurs  au  cercle  AA',  et  les  projections  des  foyers  sur  uue 
tangente  étant  sur  le  cercle  AA',  il  en  résulte  que  le  point  M, 
oh  se  coupent  deux  tangentes  rectangulaires,  est  situé  à  l'inté- 
rieur du  cercle  AA'.  t 

Soient  K,  K'  les  projections  des  foyers  sur  l'une  des  tan- 
gentes ;  H,  H'  les  projections  sur  l'autre  tangente.  On  a 
FH  =  MK,        F'H'  =  MK'. 

Or,  XIK.MK   =  (JÂ2  -  ÔAP. 
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D'autre  part,  il  résulte  des  égalités  qui  précèdent 

FÎT2, 
d'oîi 


MK.MK'  =  FH.FH'  = 
ÔM2  =  ÔÂ2  -  FC2. 


Fig.  :><;. 

Eu  supposant  OA.  >  FC,  le  lieu  de  M  est  une  circonférence 
ayant  pour  centre  le  point  0. 

95.  Remarque.  —  L'égalité  (1)  prouve  qu'il  u'est  pas  tou- 
jours possible  de  mener,  à  une  hyperbole,  des  tangentes  rec- 
tangulaires. 

Eu  etlet,  si,  dans  une  direction  donnée,  on  peut  mener  une 
tangente,  la  perpendiculaire  à  cette  direction,  menée  par  le 
foyer,  doit  rencontrer  le  cercle  A  A.';  ceci  exige  qu'elle  soit 
située  dans  l'intérieur  de  l'angle  CFG'  des  tangentes  issues 
du  point  F. 

Si  l'on  considère  deux  directions  réel  insulaires,  pour  qu'il 
soit  possiblede  tracer  des  tangentes  parallèles  à  ces  directions, 
il  faut  que,  dans  l'intérieur  de  l'angle  CFG',  on  puisse  mener. 
du  point  F,  deux  droites  rectangulaires. 

\insi  l'angle  CFG'  doit  être  supérieur  à  unangle  droit,  et 
par  suite,  CFO  sera   plus  grand  que  45°.  Des   lors,  dans  le 
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triangle  rectangle  CFO,  le  côté  OG  doit  être  supérieur  au 
côté  FC.  Eu  résumé,  c'est  seulement  dans  ce  cas,  que  la  diffé- 
rence OA2  —  FC2  sera  positive. 

Ce  résultat  nous  donne  la  limite  que  ne  doit  pas  dépasser 
l'excentricité  de  l'hyperbole  pour  que  l'on  puisse  mener  des 
tangentes  rectangulaires.  Cette  excentricité  est,  d'ailleurs, 
donnée  par  le  rapport  de  OF  à  OA.  Puisque  l'angle  COF  est 
inférieur  à  45°,  la  ligne  OF  est  moindre  que  l'hypoténuse 
du  triangle  isoscèle  construit  sur  OA  comme  côté  de  l'angle 
droit.  Donc  le  rapport  de  OF  à  OA,  ou  l'excentricité,  doit  être 
inférieure  à  y  2. 

Dans  cette  hypothèse,  on  pourra  mener  des  tangentes  rec- 
tangulaires à  l'hyperbole;  et  le  lieu  des  points  de  rencontre  de 
ces  tangentes  sera  un  cercle,  de  centre  0.  Si  l'excentricité  est 
égale  à  y  2,  le  rayon  de  ce  cercle  se  réduira  à  zéro;  dans  ce 
cas,  il  n'y  aura  qu'un  point  d'où  l'on  pourra  mener  à  l'hyper- 
bole des  tangentes  rectangulaires;  ce  point  sera  le  centre 
de  la  courbe  et  les  tangentes  correspondantes  sont  les 
asymptotes.  Enfin,  lorsque  l'excentricité  est  supérieure  à 
v/2,  il  n'est  plus  possible  de  mener  de  tangentes  rectangu- 
laires. 

96.  Théorème.  —  Soient  P  un  point  de  l'hyperbole,  A  et  A' les 
extrémités  de  l'axe  transverse;  les  droites  PA,  PA'  rencontrent 
la  directrice  en  H,  H';  l'angle  HFH'  est  droit. 

Traçons  FP,  et  observons  que  les  droites  FA,  FP  sont 
également  inclinées  sur  FH. 

Cela  posé,  menons,  par  le  point  P,  la  droite  Pp,  parallèle  à 
AA',  qui  rencontre  FH'  au  point  I,  et  la  directrice  au  point  p. 
Les  parallèles  P/>,  AA'  étant  rencontrées  par  trois  droites 
concourantes,  on  a 

PI       AT       FP 

vp~  yl~  ¥p~; 

et,  par  suite,  PI  —  FP. 

Ainsi,  le  triangle  PFI  est  isoscèle,  et 
1FP  =  FIP  =  IFA. 
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La  droite  FH'  étant,  d'après  cela,  bissectrice  de  l'angle  ATP, 
est  perpendiculaire  sur  FH. 


97.  Théorème.  —  Si,  d'un  point  P  d'une  hyperbole,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  PN  sur  l'axe,  le  rapport  de  PN  au 
rectangle  des  segments  soustraclifs  AX  et  A'X,  est  constant. 

Les  triangles  semblables  A'PX,  A'H'X'  prouvent  que 

PN    _  WX 

NA'  ~  A'X  ' 
De  même,  les  triangles  semblables  APX.  AHX  donnent 

PX  _  HX 

NÂ  ~  AX  ' 
Multipliant,  et  observant  que,  d'après  le  théorème  précédent, 

HX.H'X  =  FX2,  où  on  trouve 

PX2  FX2 

XA.XA'  ""  AX.A'X  ' 
Le  second  membre  étant  constant,  il  en  est  de  même  du 
premier. 

98.  Définition.—  Nous  avons  défini,  précédemment,  l'axe 
transverse  d'une  hyperbole  et  l'axe  non  transverse,  el  nous 
avons  dil  que  >i.  sur  l'axe  FX,  nous  prenons  les  deux  aom- 
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mets  A  et  A',  la  distance  AA'  est  Yaxe  transverse  de  la  courbe. 
Par  le  milieu  0  de  AÀ',  élevons,  à  cette  droite,  une  perpendi- 
culaire; et,  sur  celle-ci,  prenons,  de  part  et  d'autre  du  point  0, 
des  longueurs  OB,  OB',  respectivement  égales  à  la  tangente 
menée  du  foyer  F  au  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre  : 
BB'  est  Yaxe  non  transverse  de  l'hyperbole. 

Gela  rappelé,  considérons  une  nouvelle  hyperbole,  dont  les 
axes  sont  encore  dirigés  suivant  AA.'  et  BB',  mais  dont  l'axe 
transverse  est  égal,  en  grandeur  et  en  direction,  à  BB',  et 
l'axe  non  transverse  égal  en  grandeur  et  en  direction  à  AA'; 
cette  courbe  s'appelle  Y  hyperbole  conjuguée  de  l'hyperbole 
dounée.  Nous  signalerons,  tout  d'abord,  les  propriétés  sui- 
vantes de  cette  hyperbole  conjuguée. 

Si,  par  l'un  des  foyers  <p  (  '  j  de  cette  courbe,  foyer  situé  sur  la 
droite  BB',  qui  contient  l'axe  transverse,  on  mène  une  tangente 
au  cercle  décrit  sur  BB'  comme  diamètre,  cette  tangente  est 
égale,  par  définition,  au  demi-axe  non  traverse.  Il  en  résulte 
que  les  deux  triangles  rectangles  OFG,  Ocpy  sont  égaux,  puis- 
qu'ils ont  les  côtés  de  l'angle  droit  égaux  chacun  à  chacun; 
doncOcp  =  OF.  La  distance  focale  est  donc  la  même  dans  les  deux 
hyperboles  conjuguées. 

En  secoud  lieu,  on  sait  que  si,  du  foyer,  ou  mène  une  tan- 
gente au  cercle  décrit  sur  l'axe  transverse  comme  diamètre, 
et  que  l'on  joigne  le  centre  au  point  de  contact,  on  obtient 
l'asymptote  de  la  courbe.  Or,  d'après  la  définition  même  des 
hyperboles  conjuguées,  il  en  résulte  que  l'angle  cpOy  est  égal 
à  l'angle  OFG,  ou  complémentaire  de  l'angle  FOC.  Donc,  les 
deux  hyperboles  conjuguées  ont  les  mêmes  asymptotes  ;  l'une  est 
située  dans  deux  angles  opposés  par  le  sommet,  formés  par  ces 
asymptotes;  l'autre  est  dans  les  deux  autres  angles. 

Enfin,  la  directrice  est  la  polaire  du  foyer  par  rapport  au 
cercle  décrit  sur  l'axe  transverse.  Il  en  résulte  que,si  Y  désigne 
le  point  de  rencontre  de  l'axe  BB'  avec  la  polaire  du  point  <p, 
par  rapport  au  cercle  BB',  on  a 

OY  =  FX. 
et  Y9  =-.  OX. 

(*)  Voyez  la  figure  28. 


B 
Y 

VJ         y^ 

c/ 

/    s^                        x 

/h 

X 

Fig.  28. 

A          F 
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99.  — Cela  posé,  considérons  deux  diamètres  conjugués  de 
la  première  hyperbole;  l'un  est  dans  l'angle  FOC,  l'autre  dans 

l'angle  COB.  Le  premier,  situé 
dans  l'angle  des  asymptotes 
qui  contient  la  courbe,  ren- 
contre celle-ci  :  c'est  un  dia- 
mètre réel,  et  Ton  en  peut  trou- 
ver l'extrémité  H.  Son  conju- 
gué, situé  dans  l'angle  COB, 
ne  rencontre  pes  la  courbe; 
c'est  un  diamètre  imaginaire; 
mais,  comme  il  est  dans  l'an- 
gle des  asymptotes  qui  con- 
tient l'hyperbole  conjuguée, 
il  rencontre  cette  seconde  courbe. 

Prenons  donc  le  diamètre  OK  ;  puis,  cherchons  son  intersec- 
tion avec  l'hyperbole  conjugué'',  et  la  direction  du  diamètre, 
conjugué  de  OK,  par  rapport  à  cette  hyperbole. 

On  déterminera  le  point  K,  de  rencontre  de  la  courbe  et  du 
diamètre,  par  la  méthode  ordinaire. 

En  outre,  si  l'on  cherche  le  conjugué  de  OK,  dans  la  seconde 
hyperbole,  on  retrouvera  OH. 

En  effet,  reprenons  lu  construction  qui  a  donné  OK,  au 
moj-en  de  OA.  Du  point  F,  nous  avons  mené  une  perpendicu- 
laire à  OH;  elle  a  coupé  la  directrice  en  L;  OKL  est  le  dia- 
mètre conjugué  de  OH.  Celui-ci  rencontre  la  directrice  en  I, 
de  telle  façon  que  FI  est  perpendiculaire  sur  OL.  Ainsi,  les 
deux  angles-OFI  et  <pOL  sont  égaux. 

D'après  cela,  si  l'on  suppose  que  le  diamètre  OKI.  rencontre 
en  J  lu  directrice  de  l'hyperbole  conjuguée,  les  deux  triangles 
rectangles  FIX,  O.IY  sont  égaux,  puisqu'ils  onl  un  angli 
égal  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal.  Donc  1\  .IV.  et  les 
triangles  FIO,  OJ?  sonl  (''-aux.  Ainsi  cpJ  est  perpendiculaire 
sur  01;  par  suite,  01  est  conjugué  de  <  >L.  <  loncluons  donc  : 

Les  deux  hyperboles  conjuguées  admettent  les  mêmes  systèmes 
de  diamètres  conjugues;  et,  si  l'on  considère  deux  diamètrei 
jugués,  le  diamètre  réel  de  l'une  des  courbes  est  un  diamètre  ima- 
ginaire de  l'autre;  et  réciproquement. 
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Cela  posé,  nous  convenons  d'appeler  extrémité  d'un  diamètre 
imaginaire  de  l'hyperbole  le  point  où  ce  diamètre  rencontre 
l'hyperbole  conjuguée;  la  distance  du  centre  (commun   aux 
deux  hyperboles)  à  l'extrémité  de  ce  diamètre  étant  la  demi 
longueur  du  diamètre  imaginaire. 

100.  Théorème.   —  Si,  d'un  point  quelconque  Q  de  l'une 
des  asymptotes,  on  mené  QPN,  perpendiculaire  sur  l'axe  Irans- 
verse  et  rencontrant  l'hyperbole  aux  points  P,  p,  on  a 
QP.Qp  ^ÔB2. 

v 


Ftg.  23. 

La  droite  T*p  ayant  son  milieu  en  N,sur  l'axe  transverse,  on  a 
QP.Qp  =  QX2  -  PX2. 

D'ailleurs,  les  triangles  semblables  QXO,  IAO  donnent 
QN2  _  0X\ 

Tï2  "  ÔT2  ■ 

et,  par  suite,  en  remplaçant  Al  par  sou  égal  OB, 
qx2  -  OB2       ÔX2  -  ÔT2 


OB2 


D'autre  paît, 


PN2 


OA2 

FX2 


NA.NA'       AX.A'X 
égalité  qu'on  peut  écrire  ainsi,  en  observant  que  C  appar- 
tient au  cercle  A  A': 

PX2  FX2 


OX: 


OA2        CX2 
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Or,  des  triangles  semblables  FCX.  OAI,  on  déduit 

FX2       TP  _  ôïr 

CX:;  ~ÏÏT~  Ûï*' 

PX2  OB2 

Aoiis  avons  donc  == =  ==r  > 

ON2  -  OA2        UA2 
et,  par  suite. 

QX2  -  ÔB2  _  ON2  -  ÔT2   _  PX - 

ÔB2  ÔÂ2  ~  ÔB2  ' 

En  comparant  le  premier  et  le  troisième  rapport,  on  trouve 
QN2  -  PN3  =  ÔB2  ; 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

101.  Corollaire  I.  —  Xous  avons  vu  que,  dans  l'hyperbole 

conjuguée,  Taxe  réel  de  l'une  des  hyperboles  est  l'axe  ima- 
ginaire de  l'autre;  et  inversement.  Si  doDC,  du  point  Q,  on 
mène  la  droite  QRM,  perpendiculaire  à  l'axe  imaginaire  OB. 
et  rencontrant  cet  axe  en  M,  et  l'hyperbole  conjuguée  en  R, 
on  a,  de  même, 

ÔM2  -  MB?  =  ÔÂ2. 

102.  Corollaire  II.  —  Prolongeons  NQ  jusqu'en  E.  point 

ou    cette    droite  rencontre  l'hyperbole  conjuguée;   puis,  du 
point  E,  menons  EL  perpendiculaire  à  OB.  On  a  : 
EL2  ÔÂ2 


EN 

_> 

OB 

> 

ÔB2' 

ou 

2 

ÔB2 

ÔB 

2 

ET2 
ÔÂ2' 

I 

'au 

re  pai  i . 

QN 

ÔB2 

= 

-     ôla 

ou, 

OJN 

étant  es 

al  a 

EL, 

m 

2 

ÔB2 

EL 

1  -  ÔÂ2 

ni;-'  OA2 

De  celte  proportion  et  de  la  précédente,  on  tire. 
EN2  -  ôTa      Q 


OB 


i  : 
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EN2  -  QN2  =  OB'- 
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et,  finalement, 

Ain.si  : 

Une  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  rencontrant  l'une  des  hyper- 
boles en  deux  points  V,  v,  et  une  des  asymptotes  en  un  point  Q,  le 
produit  des  distances  du  point  Q  aux  deux  points  V,  v  est  égal 
au  carré  de  l'autre  demi-axe. 

103.  Théorème.  —  Si  une  droite  rencontre  une  hyperbole 


en  deux  points  P,  p,  et  les  asymptotes  en  Q,  q;  si,  d'autre  part, 
OH  est  le  demi  diamètre  parallèle  ci  Pp  ;  /°  on  a  : 

qp.pq-ôh2; 

2°  les  segments  QP,  qp  sont  égaux. 

Menons,  par  P,  une  droite  RPr,  perpendiculaire  à  l'axe 
transverse  de  l'hyperbole,  et,  par  H,  une  perpendiculaire  à 
l'axe  Iransverse,  rencontrant  les  asymptotes  en  V  et  v. 
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Des  triangles  semblables  PQR,  HOV,  on  déduit 

PQ  _  P_R 

ÔH  _  HV' 
De  même,  les  triangles  semblables  Vqr,  HOy  donnent 

Pry         Pr 

ÔH  ""Ht;" 

On  tire  de  là 

PQ.Pg  _    PR.Pr 

Or,  d'après  le  théorème  précédent,  le  point  P  étant  un  point 

de  l'une  des  hyperboles,  et  le  point  H  un  point  de  l'hyperbole 

conjuguée,  on  a 

PR.Pr  =  OB-  =  HV.Hy. 

Ainsi,  le  second  membre  de  (4)  est  égal  à  l'unité  ;  on  a  donc 
PQ.P9  =  ÔH2- 

On  trouve,  de  même,   pq.pQ  =  OH2; 
et,  par  suite,  PQ.Pç  =  pq.pQ. 

Soit  S  le  milieu  de  Qq;  alors  le  premier  membre  de  cette 
égalité  est  égal  à  QS2  —  PS2  ;  de  même  le  second  membre 
est  égal  à  QS2  —  pS2.  Il  résulte,  de  là,  que  le  milieu  de  Qq  est 
aussi  le  milieu  de  Vp;  on  a  donc 

Qp  =  P(l-  (A  suivre.) 


GENERALISATION  D'UN  PROBLEME  (*) 

DONNÉ  AU  CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  DE  SA1NT-CYR 

EN  1890 

Par  M.  «1.  \jilis,  élève  de  Philosophie  au  Lycc'e  Louis-le-Grand 

(Sainte-Barhe). 


La  question  posée  était  la  suivante  : 

On  donne  deux  droites  rectangulaires  et  leur  perpendiculaire 
commune  IK.  On  prend,  sur  ces  droites,  deux  points  mobiles  A 
et  B,  tels  que  la  longueur  AI>  soit  invariable. 

(*)  Ce  problème  est  traité,  en  partie,  dan  9  le  Court  c? Analyse  de  ?  Uni- 
versité du  Liège,  de  M.  Catalan.  (Seconde  édition,  p,  (il 7.) 
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1°  La  nomme  des  carrés  des  six  arêtes  du  tétraèdre  ABIK  est 
invariable. 

2°  Le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre  est  invariable. 

3°  Chacune  des  d?*oites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes 
opposées  est  invariable. 

4°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  de  ces  trois 


droites. 


Il  est  intéressant  d'observer  que  la  propriété  du  n°2,  et  une 
partie  de  celle  du  n"1  3  subsistent  si  l'on  ne  suppose  pas  que 
les  droites  données  soient  rectangulaires. 

En  effet:  par  le  milieu  L  de  la  droite  IK,  nous  menons  un 
plan  P  parallèle  aux  deux  droites,  que  nous  désignerons  par 
K  et  S.  La  droite  R.  passant  par  I,  se  projeteia  suivant  une 
droite  parallèle  R'.  et  la  droite  S,  passant  par  K,  suivant  une 
droite  S'. 

Remarquons  d'abord  que  la  projection  A'B'  de  AB  est  con- 
stante; car  c'est  un  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  dont 
l'autre  côté  adjacent  à  l'angle  droit  est  égal  à  IK,  et  dont 
1  hypoténuse  est  égale  à  AB. 

Cherchons  le  centre  de  la  sphère  circonscrite.  Nous  l'obtien- 
drons en  menant  les  plans  perpendiculaires  aux  milieux 
des  arêtes  IK,  IA  et  KB.  Le  premier  de  ces  plans  est  P.  Le 
deuxième  et  le  troisième,  étant  respectivement  perpendicu- 
laires aux  :lroit°s  R  et  S,  seront  perpendiculaires  à  R'  et  S',  qui 
sont  parallèles  à  ces  droites,  et  passeront  par  les  poi.ts  C  et 
D',  projections  des  milieux  C  et  D  des  arêtes  IA  et  KB.  Leurs 
traces,  dans  le  plan  P,  seraient  donc  les  perpendiculaires 
élevées  en  C,  D'  à  LA',  LB'.  Le  centre  0  cherche  sera  au  point 
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d'intersection  de  ces  traces.  Or,  G'  est  le  milieu  de  LA',  et  0' 
est  le  milieu  de  LL>'.  Le  point  0  est  donc  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  LA'B'.  Ge  cercle  a  un  rayon  constant, 
car  il  est  complètement  déterminé,  en  grandeur,  par  la  base 
A'B'  et  par  l'angle  au  sommet  L  du  triangle  LA'B'.  Il  en  résulte 
que  le  rayon  de  la  sphère  circouscrite  au  tétraèdre  est  constant, 
car  ce  rayon  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  dont  les  petits 
côtés  sont,  d'une  part,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle LA'B',  de  l'autre,  la  distance  des  droites  R,  S  au  plan  P. 
La  valeur  de  ce  rayon  est,  si  ou  appelle  /  l'angle  des  droites 
R,  S: 


s/ 


\/l 


/  — 2  +  Ôî2 


IK2       AB2  -  IK2 


+ 


/? 

+ 

A'B'2 

4  sin2  À 

\/âb2 

— 

IK2  cos2 

À 

4  4  sin2  X  2  sin  X 

Les  arèles  IB,  KA,  ont  leurs  milieux  en  G',  D'.  Ges  points 
sont  aussi,  comme  nous  venons  de  le  voir,  les  milieux  des 
droites  LA',  LB';  la  droite  G'D'  est  donc  égale  à  la  moitié  de 
A'B'  :  elle  est  donc  constante. 

Enfin  la  droite  CD,  qui  a  pour  projection  G'D',  est  constante, 
car  elle  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  dont  les  deux  autres 
côtés  sont  constants  et  égaux  à  IK  et  G'D'. 

Quanta  la  droite  LE,  elle  n'est  constante  que  dans  le  cas  où 
les  droites  R  et  S  sont  rectangulaires.  Dans  tout  autre  cas, en 
effet,  le  point  E  décrit  une  ellipse  dont  le  centre  est  le  point  L. 
Enfin,  le  lieu  du  point  de  rencontre  G,  des  médianes,  est 
homothélique.  par  rapport  à  L,  au  lieu  décrit  par  le  point  E. 


SUR  LES  TRIANGLES  CARACTERISES 

(Suite,  voir  p.  203.) 


Théorème  IV.  —  Lorsqu'un  triangle  est  caractérisé,  aux 

indices  a,  (3,  y,  on  a 

2£(P  +  Y)  cotS  A.  =  o. 
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Les  relations  indiquées  dans  les  paragraphes  précédents 
peuvent  être  considérés  comme  des  conséquences  d'une  for- 
mule plus  simple  que  nous  allons  établir,  et  de  la  relation 

connue  2_.  c°tg  A.  co'g  B  =  i . 

Les  égalités  :     a2  =  b2  -+-  e2  —  26c  cos  A, 
62  =  c2  +  a2  —  iac  cos  B, 
c2  =  a2  +  b%  —  2ab  cos  C, 
étant  multipliées,  respectivement,  par     p  +  y,  y  +  a«  *  +  ? 
donnent 

ao2  +  362  +  yC2  =  2(p  +  y)6c  COS  A. 
Mais  on  suppose 
(F)  aa*  +  £b*  -r  yc2  =  o  ; 

on  a  donc  ^(?  -+-  ï)^c  cos  A.  =  o, 

x^  cos A 

ou  2/P  +  *)—£-  =  °' 

ou,  enfin 

(F)  2(?  +  ï)™tgA=o. 

C'est  la  relation  que  nous  avions  en  vue. 

Théorème  V.  —  Réciproquement,  si  la  relation  (F')  a  lieu 
entre  les  angles  d'un  triangle,  celui-ci  est  caractérisé,  aux  indices 

a?  h  r- 

Cette  réciproque  s'établit,  sans  difficulté,  en  remontant  de 
la  relation  (F')  à  l'égalité  (F). 

On  peut  d'ailleurs  passer  de  (F)  à  (F'),  et  vice  ver  a,  de 
diverses  manières.  En  voici  deux  exemples  : 
1°  On  a  d'abord 

a  sin2  A  4-  [3  sin2  B  -+-  y  sin2  C  =  o; 
sin  A 


et,  par  conséquent,   \  1 
ou  2: 


sinB  sin  C 

sin(B  +  C) 


sin  B  sinC 

On  a  donc         ^a(cotg  B  +  cotg  C)  =  o. 
C'est,  sous  une  autre  forme,  la  relation  (F'). 
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u2°  En  désignant  par/i  la  hauteur,  associée  au  eôtéo,  et  par 
s  l'aire  du  triangle  correspondant,  l'égalité 
a  =  /i(cotg  B  +  cotg  C), 
donne  fl2  =  2s(cotg  B  -+-  cotg  U). 

On  a  donc  ^x'cotg  B  +  cotg  C)  =  o. 

Théorème  VI.  —  Lorsqu'un  triangle  ABC  est  caractérisé. 

aux  indices  x,  p,  y;  les  triangles  qui  ont  pour  sommets  deux  de 

ses  sommets  et  le  centre  de  gravité  G  sont  caractérisés  ;  les  indices 

sont  (*) 

a  -   23  -  2y,  3  (y  +   23),  3(P  +  2y) 

pour  GBU,  etc.. 

En  effet,  les  relations  : 

9GB'2  =  2c2  -+-  2a2  -  b\ 
9GB2  =  2a2  -+-  262  —  c-  ; 
et  l'égalité  aa2  +  3&2  +  yC2  =  o. 

donnent 

([)      (a-2â3-2y)BC2+3(y+2?)GC2+3(fi+  2y)GB2  =0. 

La  réciproque  est  vraie. 

Application.  —  Lorsque,  dam  un  triangle  ABU.  les  médianes 
correspondu  ni  aux  sommets  B,  U  sont  rectangulaires,  ABU  est  un 

triangle  caractérisé,  aux  indices  5,  —  1,  —  1. 

En  effet,  si  GBU  est  un  triangle  rectangle,  on  a 

(2)  BU2  -  GC2  -  GB2  =  o. 

Les  égalités  (I),  (2)  doiveut  avoir  lieu,  pour  une  infinité  de 
valeurs  des  quantités  BU,  GU,  GB  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

a  _  2p  -  2y  =   -  3(y  +  23)  =   -   3(p  +  2Y); 
]>uis  a  =  —  5p  =  —  5y. 

Réciproquement,  si  un  triangle  ABC  est  caractérisé,  uux  indices 


■    Pour  éviter  toute  ambiguïté,  lorsqu'au  triangle  •    t  carael  1. 
ommets  étant  lus  dans  un  certain  ordre,  les  indices  sont  écrits  dans 
ipond  aux  sommets  en  question.  Ainsi  !••  triangle  étant 
noncent  'lau-  l'ordre  qui  corre  pond  aux  côl      B(  . 
GB. 
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5,  —  i,  —  i  les  médianes  issues  des  sommets  B,  G  sont  rectan- 
gulaires (*). 

Cela  résulte  immédiatement  de  l'égalité  (1). 

Théorème  VII.  —  Lorsqu'un  triangle  ABC  est  caractérisé, 
aux  indices  a,  (3,  y,  le  triangle  que  l'on  peut  construire  avec  les 
médianes  est  caractérisé  aux  indices 

2(3  4-  2y  —  a,        2y  -+-  2a  —  [3,        2a  4-  2(3  —  y. 

Soient  m,  m',  m"  les  médianes  de  ABC.  Les  relations 

a2 

6a  4-  C2  =  2M2   h 

2 

b2 
C2  4-  a2  =  21»'  H —  » 
2 

c2 
a2  -f-  62  =  2m"2  h —  ? 
2 

et  l'égalité  proposée 

aa2  -r   (362  4-  yc2  =  o, 

donnent 

m2(2(3  4-  2y  —  a)  4-  m'2(2y  4-  2a  —  (3)  4-  m"2(2a  4-  2(3  —  y)  =  O. 

Cette  relation  établit  la  proposition  énoncée;  la  réciproque 
est  vraie. 

Remarque.    —    Si   nous   appliquons  cette   proposition  au 
triangle  caractérisé  aux  indices  5,  —  1,  —  1,  nous  avons 
m2  =  m'2  4-  m"2. 

Aiusi  :  étant  donné  un  triangle  caractérisé,  aux  indices  5  —  1, 
—  1 ,  le  triangle  construit  avec  les  médianes  est  rectangle,  etc. 

(A  suivre.)  G.  L. 


(*)  Ce  triangle  remarquable  se  rencontre  dans  certaines  questions  et 
tout  au  moins  dans  celle-ci  : 

On  considère  deux  paraboles  P,  Q  ayant  leurs  axes  rectangulaires  et  un 
sommet  commun.  Ces  paraboles  admettent,  abstraction  faite  du  sommet,  un 
autre  point  commun  réel  A  ;  les  tangentes  en  A  coupent  les  courbes  considérées 
en  des  points  B,  G.  Le  triangle  ABC  est  caractérisé,  aux  indices  5,  —  1 ,  —  1 

On  peut  démontrer  que  BG  est  la  tangente  commune  réelle  aux  para- 
boles P,  Q.  Par  suite,  P,  Q  sont  les  paraboles  de  M.  Artzt,  correspon- 
dant aux  côtés  AG,  AB.  D'après  cela,  on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Dans  un  triangle  ABC  caractérisé,  aux  indices  5,  —  1,  —  1,  les  paraboles 
de  M.  Artzt,  correspondant  aux  côtés  AG,  AB,  se  coupent  orthugonalement  en 
un  point  qui  est  le  sommet  commun  de  ces  deux  courbes. 
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BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

(Paris,  30  juillet  1890)  (*). 


I.  —  On  donne  un  cercle  0,  de  rayon  R;  un  point  A  de  sa 
circonférence  et  la  tangente,  en  A,  à  ce  cercle.  Déterminer  la 
longueur  AP  =  x,  prise  sur  cette  tangente  indéfinie  à  partir 
du  point  A,  de  manière  qu'en  joignant  PO  et  prolongeant 
cette  droite  jusqu'au  deuxième  point  D  où  elle  rencontre  la  cir- 
conférence; puis,  menant,  en  D.  la  tangente  DE  qui  rencontre, 
en  E,  la  tangente  PA  prolongée,  on  forme  un  quadrilatère 
ODEA  équivalent  au  triangle  POA. 

En  désignant  par  a  l'angle  APD,  on  trouve  facilement 

i 
sin  a  =  -• 

De  cette  formule,  on  déduit  la  construction  suivante  :  De  0.  comme 
centre,  avec  3R  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence;  elle  coupe  la 
tangente  en  A  au  point  cherché. 

II.  —  Mesure  du  volume  du  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles. 


QUESTION  341 

Solution  par  M.  B.  Sollertinskï,  a  Gatschina. 


Construire  un  qualrilatère  ABCD,  connaissant  tes  longueurs 
a,  b,  c,  d  des  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  et  la  longueur  (de  la  droite 
qui  divise  les  diagonales  AU,  BD  dans  un  rapport  donné  m  :  n. 

(J.  Neuberg.) 

„  .  AE       m       BF 

*0lt  ËC  =  n  =  FD* 

Dans  le  triangle  ABD,  menons  FG  parallèle  à  BA;  alors  EG 
est  parallèle  à  CD. 

(*)  Énoncé  emprunté  à  la  publication  de  M.  doville-Moiaut,  20,  rue  de 
la  Sorbonne.  On  trouvera,  dans  cette  publication,  le  texte  de  toutes  les 
questions  posées,  dans  la  session  de  juillet,  au  Baccalauréat  de  l'ensei- 
gnement spécial,  avec  leurs  solutions. 
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Le  triangle  FGE  est  déterminé  par  ses  trois  côtés 


23» 


EF  =  f, 


FG 


a, 


KG  = 


m 


m  +  n 

Ainsi,  l'angle  FGE  est  connu. 

Gela  posé,  construisons  le  parallélogramme  ABGH.   Nous 
avons 

L)CH  =  EGF. 

Par  suite,  le  triangle  DCH  est 
déterminé;  on  connaît,  en  effet,  les 
deux  côtés  CD  =  c,  CH  =  a  et  l'an- 
gle compris. 

Les  triangles  DAH,  ABC  sont  aussi  déterminés:  car,  dans 
chacun  d'eux,  on  connaît  les  trois  côtés. 


QUESTION  34-2 

Solution  par  M.  Aii-r.  Bultin. 


Résoudre  les  équations  : 

(1)  x  -t-  y  -+-  z  =  a, 

(2)  x2  +  y2  +  z2  =  a2  +  2b2. 

(3)  x3  +  y3  4-  z3  =  a3. 

On  observera  que  x,  y,  z  sont  les  racines  de  l'équation 

X3  —  aX2  4-  XExy  —  xyz  —  o. 
Si.  du  carré  de  (1)  on  retranche  (2),  il  vient 

"ïéXy  =  —  b*. 
Or,  Sx3  =  Eaî.Ea?2  -  Sjc.Sasy  -+■  3xyz. 

On  a  donc  xyz  =  —  ab2, 

et,  par  suite,       X3  —  «X2  —  b*X  -1-  ab2  —  o, 
ou  (X  -  a)(X2  -  b2)  =  o. 

Les  racines  cherchées  sont  donc  a,  b  et  —  b. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  de  M.  G.  Russo  une  solution  identique  à  la 
précédente  et  diverses  solutions  de  MM.  Baudran,  lycée  de  Rouen; 
I.  Beyens,  à  Cadix;  B0I1&,  maître  répétiteur  au  collège  de  Verdun. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


373.  —  M  étant  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  d'un 
triangle  ABC,  démontrer  que  les  puissances  de  A,  B,  C  relati- 
vement aux  circonférences  circonscrites  à  MBC,  MCA,  MABet 
la  puissance  de  H  relativement  à  la  circonférence  circonscrite 
à  ABC  sout  inversement  proportionnelles  aux  aires  des  triangles 
MBC,  MCA,  MAB,ABC.  Montrer  (en  tenant  compte  des  signes) 
que  la  somme  des  inverses  de  ces  quatre  puissances  est  nulle- 

(E.  Bernés.) 

374.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  on  prend  trois 
segments  quelconques  DD',  EE',  FF'.  Démontrer  que  les  axes 
radicaux  des  circonférences  circonscrites  à  AEF,  AE'F';  BFD, 
BF'D';  CDE,  CD'E' sont  trois  droites  concourantes.  Deux  des 
segments  étant  donnés,  déterminer  le  troisième  par  la  condi- 
tion que  le  point  de  concours  soit  commun  aux  six  circonfé- 
rences. (E.  Bernés.) 

375.  —  Trois  points  D,  E,  F  se  déplacent  uniformément  sur 
les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC;  faire  voir  que  le  point  M 
commun  aux  trois  circonférences  circonscrites  à  AEF,  BFD. 
CDE  décrit  une  circonférence.  Dans  quel  cas  particulier  le 
point  M  est-il  fixe?  (E.  Bernés.) 

ERRATA  (*) 

1°  P.  104,  1.  7  (en  remontant).  Les  mots:  et  BCB'  étant  .  Ainsi  sont 
inutiles  à  la  démonstration  et  doivent  ôtre  supprimés. 

2°  P.  168,  question  370,  au  lieu  de 

2bc  =  a(b  -+-  c) 
il  faut  bc  =  a{b+c  —  a). 

(*)  Signalés  par  M.  Sollertinsky. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGCHAM1'-. 


IHPRIHBRU    i  I  muai  I.  l>l  -  I  HBMINS  DI  I  ni.  --  [MPRIMI  RU  CH1IX. 
20,  RUE  HBHOKKB,  PARIS.  —  20:100-9-90. 
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EQUATION  DE  LA  SPHERE 

CIRCONSCRITE  AU  TETRAEDRE  DE  REFERENCE 

(coordonnées  barycentriques) 

Par  M.  li.  Bénézech. 


Soient  V  le  volume  du  tétraèdre  considère,  A1A2A,:JA4;  dl2, 
<7n,  du,  d23,  d2i,  d3i  les  carrés  des  longueurs  des  arêtes;  R  le 
rayon  de  la  sphère  circonscrite;  et  a,,  72,  a3,  a.[  les  coordonnées 
barycejilriques  du  centre  0  de  cette  sphère,  c'est-à-dire  les 
volumes  des  tétraèdres  OA2A3A4,  OA3A4A!...  affectés  des 
signes  ordinaires. 

1.  — Calculons  ai,  a'2. . .  en  fonction  des  arêtes  du  tétraèdre. 
On  a: 

Y(a2di2  +   a3c/13  +    OL^du)  —  Sy.'j7.^i2 


(1)  UAi2  =  R2  = 


V2 


(*) 


avec  des  formules  analogues  pour  OA22,  UA32,  OA42. 

On     peut     donc,     en    représentant    par    K    la    quantité 
V2R2  +  laî^a 


V 


-,  écrire  le  système  d'équations: 
y.\ .  o  +  «g  •  ^12  +  a3  •  da  +  H  •  dl{  =  K, 


(-2) 


<x[ .  d2l  +  a2 .  o  +  a3 .  c/23  +  a4 .  d3i  =  K, 

ai  .  d3l  -+■  a2  .  d32  4-  a'3 .  o  +  a'4 .  d2l  =  K, 

ai  .  d4,  +  a2 .  dk2  +  a3  .  di3  +  a.\  .  o  =  K. 

Désignons  par  D15  D2,  D3,  D4  les  déterminants  obtenus  en 

remplaçant  successivement,  dans  le  déterminant 

O        ttl2      Cli3      u14 


D  = 


d 


d2l      o 
"31     d32 

^41        ^42        d,< 


23        "2i 


o 


(*)  Voyez  notre  Note  sur  le  centre  des  distances  proportionnelles. 
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les  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième,  de  la  troisième, 
de  la  quatrième  colonne  par  l'unité;  et  observons  que  ces 
déterminants  sont  liés  par  les  conditions 

(3)  D2d12  +  B3d13  +  D4d14  =  D3</23  +  D4tf24  +  Dlf/21 

=  D4d34  +  D3d3i  +  D2d32  =  Djd^  +  Darf4s  +  ~D3di3  =  +  D. 
Rappelons  enfin  que  le  volume  du  tétraèdre  est  donné  par 
la  formule 

0  i  i  i  i 
i         o        dta      di3      du 

288  V2  1       d21       o       d23      du 

1  d3i      d32       o       du 
1       <fu      di2      c/43       o 

La  résolution  du  système  d'équations  (2)  donne 

(4)  ÏÏ;  ~  D^  ~  D3  ~  D4  _  -  288V2  = 


288V 


2.  —  L'équation  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  en 
coordonnées  barycentriques  est,  comme  nous  l'avons  mon- 
tré (loc.  cit.) 

V2R2  =  -  Srfla(ttl  -  -,;)(a2  - 
ou,  en  développant  : 

V*Ra  =  —  Sd^ajag  —  Sdtia[<t£  -+-  Sc^a^  -+-  a,*,'). 
Or.  à  cause  de  la  relation  1 1)  le  deuxième  terme  du  second 
membre  de  cette  équation  peut  être  écrit  ainsi  : 
V«R«  -  \(x\d12  4-  xg  d13  +  4du); 
ou  bien,  en  tenant  compte  de  (4)  : 

-^-(D//12  +D3f/13  +  lV/u); 


V»R« 

et  enfin,  en  ayant  égard  à  (3), 
Y*R-  + 


D 

2^8 


De  plus,  d'après  les  relations  (4),  (3),  le  troisième  tenue  peul 
être  mis.  successivement,  sous  les  formes  suivantes  : 

-^.;';Ni,v.,  +  j>A:  +  D4d14) 

h  -  D 

-i88V(ai  +  "*  +  "'  +  "*>  =  11 
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L'équation  de  la  sphère  devient  donc  : 

(A)       V.R.  =  -SW,  +  V.R'  +  ^-J-8, 

ou  bien,  Ec/^r^  =  o. 

On  obtient  ainsi  la  formule  connue  (*). 


ÉTUDE  SUE  LA  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE 

DES   SECTIONS    CONIQUES 
Par  M.  Ans;-.  Morel. 

[Suite,  voir  p.  223.) 


104.  Théorème.  —  Le  point  de  contact  d'une  tangente  est 
le  milieu  de  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les  asym- 
ptotes; de  plus,  cette  partie  de  tangente  est  égale  au  diamètre  qui 
lui  est  parallèle. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  si  une  corde  d'une  hyper- 
bole rencontre  l'asymptote  en  deux  points,  le  milieu  de  la 
corde  est  aussi  le  milieu  de  la  partie  interceptée  par  les  asym- 
ptotes. D'après  cette  propriété,  si  une  droite  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même,  le  diamètre  correspondant  est  le  lieu 
du  milieu  de  la  partie  MN  de  cette  droite  comprise  entre 
les  asymptotes.  Si  la  droite  devient  tangente  à  l'hyperbole,  son 
point  de  contact  L,  qui  se  trouve  sur  le  diamètre,  est  encore 
le  milieu  de  MN. 

(*)  On  trouvera  AansScUmon,  dans  Painvin  et  dans  une  très  intéressante 
Note  de  M.  J.  Neuberg  :  Étude  sur  les  coordonnées  tétraédriques,  inse're'e  au 
tome  XXI  des  Mémoires  ronronnes  et  autres  mémoires  publiée  par  l'Aca- 
démie royale  de  Belgique,  S  17,  d'autres  démonstrations  de  cette  formule. 
Nous  en  avons  nous-mOme  donné  une  démonstration  à  laquelle  le  lec- 
teur pourra  se  reporter,  dans  notre  Note  sur  le  tétraèdre  orthocentrique 
(Mathesis,  1890,  p.  51).  L'équation  générale  des  sphères,  en  coordonnées 
barycentriques,  est,  comme  nous  l'avons  montré  (loc.  cit. 

(A*,  -f-  Ba,  +  Ca3  -+- Da4)(a,  +  a2  -+-  a,  -f-  uh)  —  Edwa,aj  =  0, 
A,  B,  C,  D  représentant,  respectivement,  les  puissances  des  sommets  du 
tétraèdre  de  référence,  par  rapport  à  la  sphère  considérée.  Si  l'on  suppose 
A  =  B  =  C  =  D  =  o,on  retombe  sur  la  formule  (A).  G.  L, 
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D'ailleurs,  L  étant  sur  la  courbe,  si  l'on  désigne  par  H  l'extré 
mité  du  diamètre  conjugué  de  OL.  on  a 
LM.LN  =  ÔH2; 
mais  LM  =  LN, 

donc  OH  =  LM  =  LN. 

105.  Corollaire.  —  Si  Von  considère  deux  diamètres  conju- 
gués, et  que  par  les  extrémités  de  chacun  d'eux  on  mène  des  paral- 
lèles à  Vautre,  les  sommets  du  parallélogramme  ainsi  construit 
appartiennent  aux  asymptotes,  qui  sont  par  conséquent  les  diago- 
nales de  ce  parallélogramme. 

106.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  un  diamètre  que/conque 

II',  et  que  l'on  mène  une 
demi-corde  PN.  conjuguée 
à  ce  diamètre,  le  rapport  de 
PIN"  au  rectangle  des  seg- 
ments souslraclifs  NI,  Ni' 
est  constant  pour  un  même 
diamètre. 

Soit    OH    le    diamètre 
conjugué  de  01;  OH  est 
parallèle   à  PN.  Prolon- 
Fig  3L  x  geous  la  corde  PX  jus- 

qu'au   point    Q    oîi    elle 
rencontre  l'asjmptote;  enfin,  traçons  la  tangente  IV  à  l'ex- 
trémité du  diamètre;  on  sait  que  IV  —  OH. 
Cela  posé,  un  théorème  précédent  donne 
QN2  -  PN'2  =  ÔH2. 

ÔH2  "  ÔH2  ' 

Des  triangles  semblables  QNO,  VIO,  ou  tire 
QN2  _    ÛN2i 
VI'     ~~W2' 
ou.  puisque  VI  =  OH, 


ou  encore 
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PN2  _  ON2  -  ÔT 

SI2  "~        ôï2 

PN2  Ô~H2 


24S 


M.  NI'        OI2 
PN: 


Ainsi,  le  rapport  ~  ne  dépend  que  de  la  longueur  des 
deux  diamètres  conjugués  OH,  OI. 

107.  Théorème.  —  Deux  cordes  supplémentaires  sont  tou- 
jours parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués. 

Nous  rappelons  que  deux  cordes  supplémentaires  sont  celles 
qui  joignent  un  point  de  la  courbe  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre réel. 

D'après  cela,  si  par  le  centre  qui  est  le  milieu  du  diamètre, 
on  mène  une  parallèle  à  l'une  des  cordes  issues  de  Tune  des 
extrémités  du  diamètre,  elle  passe  par  le  milieu  de  la  corde 
supplémentaire.  Donc  le  diamètre  correspondant  à  l'une  des 
cordes  est  parallèle  à  l'autre  corde. 

108.  Théorème.  —  Si  la  tangente  en  un  point  M  rencontre 
en  T  un  diamètre  réel  et  que,  par  le  point  M,  on  mène  l'ordonnée 
MP  correspondant  à  ce  diamètre;  en  appelant  01  le  demi-diamètre 
réel;  on  a 

OT.OP  =  Ôï2. 

Menons  la  tangente  en  I;  elle  est  parallèle  à  MP.  Soit  U  le 
point  où  elle 
rencontre  la 
tangente  MT. 
La  droite  OU 
passe  par  le 
milieu  de  la 
corde  IM,  et 
rencontre  MP 
en  un  point  V; 

IV  est  parallèle  à  MT.  Enfin,  la  corde  I'M  est  parallèle  à  OU. 
On  a  donc 
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OP   _  OV  _    01 

oï  ~  ou-  ot' 

OP.OT  =  Ùl2. 

109.  Théorème.  —  Si  la  tangente  en  M  rencontre  en  T'/e 
diamètre  imaginaire  OH,  et  si  l'on  mène,  par  te  point  M,  l'ordonnée 
MP  parallèle  à  OH,  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  diamètre  réel  01, 
conjugué  de  OH,  on  a 

OT'.MP  =  ÔH2. 

En  effet,  les  triangles  semblables  OTT,  PMT  donnent 

OT'  _  OT 

MP  -  TP~' 

MP2  ÔH2 

D  autre  part  =  •=—  • 

PI.  PI'        OI2 

En  multipliant,  on  trouve 

OT'.MP       OT       ÔH2 

TP  ' 


Mais, 

PI.  PI'        OI2 

(1) 

ÔT  =  OT'.OP; 

donc 

m 

OT'.MP         ÔH2 

v  '  pi.pf      op.tp 

D'ailleurs 

(3)  PI.PF  =Ô~P2  -  ÔT- 
Mais,  l'égalité  TP  =  OP  -  OT, 

donne  OP.TP  =  Ô~P2  -  OP.OT; 

ou,  en  tenant  compte  de  (1), 

(4)  OP.TP  =  ÔP2  -  Ôl2. 

Les  égalités  (3)  et  (4)  prouvent  que,  dans  (2),  les  dénomina- 
teurs sont  égaux;  par  suite  les  numérateurs  sont  égaux,  el 
l'on  a,  finalement, 

OT'.MP  =  ÔH2. 

110.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  deux  demi-diamètres 
conjugués  OC,  ()D.  et  qu'on  les  projette  sur  un  des  axes,  la  diffé- 
rence des  carrés  de  ces  projections  est  égale  au  carré  du  demi-a  ce 

sur  lequel  la  projection  est  effectua    . 
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Menons,  par  le  point  G,  une  parallèle  GT  au  diamètre  OD; 
elle  est  tangente  en  G,  à  la  courbe;  et  l'on  a 
OT.OM  =  ÔÂ2. 
De  même,  par  le  point  D,  menons  une  parallèle  à  OG;  elle 


T  A   M 


Fig.  33. 


est  tangente  à  l'hyperbole  conjuguée;  et  si  elle  rencontre  OA 
au  point  t,  on  a  : 

Of.ON  =  ÔA\ 

Par  conséquent,  —  =  —  • 

Mais  les  triangles  tOT>,  OTG;  ODN,  TGM;  *DN,  OGN;  deux- 
à-deux  semblables,  donnent  : 

0*    _  OD    _  DN        N* 
Ô~T  ~  TG  ''~  CM  "~  OM  ' 
En  définitive,  on  a  donc  : 

OM  _    m_ 
ON  ~~  ÔM  ' 
ou  ÔM2  =  ON.N*  =  ON2  +  ON.Of, 

ou  enfin 

(i)  ôm2  -  On2  =  ÔÂ2. 

111.  Théorème.  —  La  différence  des  carrés  de  deux  demi- 
diamètres  conjugués  est  constante,  et  égale  à  la  différence  des  carres 
des  demi-axes. 

En  effet,  en  projetant  les  demi-diamètres  sur  le  second  axe 
OB,  considéré  comme  axe  réel  de  l'hyperbole  conjuguée,  on  a 
(2)  ÔF2  -  OM72  ==  ÔJp. 

Les  égalités  (1),  (2)  donnent 

OM2  +  ÔM72  (ON2  +  ÔJN72)  =  ÔÂ2  -  OB2. 


-248 
Or 


Donc 
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Ô3P  +  ÔM'2  =  oc2, 

ON2  +   ON72  =  ÔD2. 

OU2  -  ÔD2  =  ÔÂ2  -  ÔB2. 


112.  Théorème.  —  Si,  d'un  point  M  de  l'hyperbole,  on  mène 
à  chacune  des  asymptotes  une  parallèle  jusqu'à  la  rencontre  avec 

l'autre  asymptote,  le  rectangle  des  deux  longueurs  ainsi  obtenues 
est  constant. 

Pour  le  prouver,  menons  par  le  point  M  uue  perpendicu- 
laire Pllp  à  l'axe  transverse,  et,  de  même,  par  le  point  A,  la 

droite   RAS,    perpendicu- 


Fig.34. 


laire  à  l'axe.  Les 

triangles 

semblables     ZPM,     spM., 

ORS  donnent 

ZM       ^M 

OR 

HP  ~~  Âlp  ~ 

RS' 

On  tire  de  là 

ZM.sM 

OR2. 

MP.Mp  " 

"  SI2 

Or, 

MP.Mp  =  ÔB2 

_RS2_ 
> 

4 

Donc 

ZM.SM=5S!_55S+5BJ. 

4 


113.  Théorème.  —  L'aire  du  parallélogramme  construit 
sur  deux  diamètres  conjugués  est  constante,  et  égale  à  l'aire  du 
rect  ingle  construit  sur  les  axes. 

On  saitque  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  a  pour  diagonales  les  asymptotes.  Il  suint  donc  de 
considérer  le  triangle  formé  par  les  asymptotes  et  l'un  des 
côtés,  triangle  qui  esl  le  quart  du  parallélogramme  considéré. 
Or,  la  bas»-  de  ce  triangle  <>IK  esl  tangente  à  L'hyperbole  eu 
un  point  M,  milieu  de  1K.  Si  l'on  mène  MX  et  M~  respective- 
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ment  parallèles  aux  asymptotes,  l'aire  du  parallélogramme 
OZM^  dépend  du  rectangle  MZ.Mz,  lequel  est  constant. 

Donc,  l'aire  du  triangle,  double  de  la  précédente,  est  aussi 
constante. 

Il  en  est  de  même  de  l'aire  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  diamètres  conjugués. 

Dans  le  cas  particulier  où  ces  diamètres  deviennent  les 
axes,  l'aire  considérée  est  précisément  celle  du  rectangle  con- 
struit sur  les  axes. 

114.  Définition.  —  Lorsque  l'excentricité  de  l'hyperbole 
a  pour  valeur  \J  i,  les  tangentes  menées  du  foyer  au  cercle  A  A' 
sont  à  angle  droit;  il  en  est  donc  de  même  des  droites  OC,  OC 
Donc  les  asymptotes  sont  rectangulaires;  elles  sont  inclinées 
de  45°  sur  l'axe  ;  et  l'axe  imaginaire  est  égal  à  l'axe  transverse. 
L'hyperbole  dans  ce  cas,  porte  le  nom  d'hyperbole  équilatëre 
ou  rectangulaire. 

115.  Théorème.  —  Dans  toute  hyperbole  équilatëre,  les  dia- 
mètres conjugués  sont  égaux,  et  également  inclinés  sur  les  asymp- 
totes. 

En  effet,  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  a  pour  diagonales  les  asymptotes,  et,  dans  l'hy- 
perbole équilatëre  les  asymptotes  sont  rectangulaires.  De  là 
résulte  que  ce  parallélogramme  est  un  losange;  par  consé- 
quent ses  côtés  sont  égaux,  et  de  plus  deux  côtés  consécutifs 
sont  également  inclinés  sur  la  diagonale  qui  passe  par  leur 
poiut  de  rencontre.  Les  côtés  de  ce  parallélogramme  étant 
respectivement  égaux  et  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués,  il  en  résulte  que  deux  diamètres  conjugués  sont 
égaux,  et  également  inclinés  sur  une  même  asymptote. 

116.  Corollaire.  —  Considérons  un  système  de  diamètres 
conjugués  OH  et  01,  et  les  symétriques  OH'  et  OF  de  ces  dia- 
mètres, par  rapport  ù  l'an  des  axes.  Puisque  les  angles  COH, 
C'OH'  sont  égaux,  et  que,  d'après  le  théorème  précédent,  il  en 
est  de  même  des  angles  COH  et  COI:  par  suite  l'angle  IOH' 
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est  droit.  De  plus,  ou  a  OH  =  OH',  et  enfin,  OH  =  01.  Nous 
pouvons  donc  dire  que 


Fig.  35. 

Dans  toute  hyperbole  êquilatère  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques sont  égaux. 

117.  Théorème.  —  Si,  dans  une  hyperbole  êquilatère,  on 
mène  l'ordonnée  correspondant  à  un  diamètre  quelconque,  le  carré 
de  cette  ordonnée  est  égal  au  rectangle  des  segments  soustractifs 
quelle  détermine  sur  le  diamètre. 

En  eflet.  dans  une  hyperbole  quelconque,  le  rapport  du 
carré  de  l'ordonnée  au  rectangle  des  segments  qu'elle  déter- 
mine sur  le  diamètre,  est  égal  au  rapport  du  carré  du  dia- 
mètre parallèle  à  la  corde,  au  carré  du  diamètre  considéré.  Si 
l'hyperbole  est  êquilatère,  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques sont  égaux;  le  rapport  de  leurs  carrés  est  donc  égal 
à  l'unité. 

118.  Théorème.  —  La  partie  de  normale  comprise  entre 
un  point  de  la  courbe  et  Vaxe,  estégaleau  demi-diamètre  du  point. 

Soit  H  un  point  de  la  courbe,  UN  la  normale,  OH  le  demi- 
diamètre.  Je  mène  La  tangente  PB  au  point  II;  elle  est  paral- 
lèle au  diamètre  01,  conjugué  do  OH,  et  par  suite,  elle  est 
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perpendiculaire  au  diamètre  OH' symétrique  de  OH  par  rapport 
à  l'axe  non  transverse;  donc  HN  est  parallèle  à  OH'. 

Cela  posé,  comme  OH  et  OH'  sont  égaux,  HH'  est  parallèle 
à  l'axe  OA.  Par  suite  les  longueurs  OH'  et  HN  sont  égales 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles. 

On  démontrerait,  de  même,  que  la  partie  HN'  de  normale 
comprise  entre  le  point  H  et  l'axe  imaginaire,  est  égale  à  OH. 

119.  Théorème.  —  Si   l'on  considère  une   tangente  et  le 
diamètre  correspondant  OP  ;  et  si  l'on 
mène  OY  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente; l'angle  PO  Y  a  pour  bissectrice 
l'axe  OA,  et  l'on  a 

OP.OY  =  ÔT2. 

Le  diamètre  OY  étant  perpendi- 
culaire sur  la  tangente,  est  per- 
pendiculaire sur  le  diamètre  OQ, 
conjugué  de  OP;  il  est  donc  symé- 
trique de  OP,  par  rapport  à  l'axe. 

Gela  posé,  menons  l'ordonnée  PN 
du    peint   de  contact.   La  tangente  rencontrant  l'axe  en  H, 
les  triangles  HOY,  OPN  sont  semblables,  et  donnent 

OY        OH 
ON  _  ÔP  ' 
d'où  OY.OP  =  ON.  OH  =  ÔT2. 


Fig.  30. 


120.  Théorème.  —  L'hyperbole  équilatère,  circonscrite  à  un 
triangle  passe  par  l 'orthocentre  de  ce  triangle. 

Soit  le  triangle  ABC;  je  mène  les  hauteurs  BH  et  AK,  les- 
quelles se  coupent  au  point  0.  Les  triangles  AOH,  CHB; 
ayant  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires,  sont  sem- 
blables. Ainsi 

AH  _  HO 

HB  ~  HC7' 
ou  AH.HC  =  HB.HO. 

Cela  posé,  les  diamètres  respectivement  parallèles  à  AC  et 
HB  sont  rectangulaires  et  par  suite  égaux;  donc  si  0' désigne 
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le  second  point  de  rencontre  de  BH  avec  l'hyperbole,  on  a 

AH.AG  =  HB.HO'. 
Cette  égalité  montre 
que  0'  est  confondu  avec 
le  point  0;  par  suite,  la 
courbe  passe  par  l'ortho- 
centre  de  ABC. 


121.  Corollaire.  — 

En  supposant  que  le  tri- 
angle soit  rectangle  en 
A,  l'orthocentre  coïncide 
avec  A  :  ainsi 


Fig.  37. 


Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un  triangle 
rectangle,  la  hauteur  menée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hy- 
poténuse est  tangente  à  la  courbe. 

(A  suivre.) 


SUR  LES  TRIANGLES  CARACTERISES 

[Suite  et  fin,  voir  p.  203.) 


En  terminant  cette  petite  Note,  nous  pouvons  nous  demander 
si,  des  caractéristiques  étant  données,  à  celles-ci  correspond 
toujours  un  triangle;  puis  nous  devons  indiquer  comment  on 
construit  celui-ci.  Nous  établirons  à  cet  effet,  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  VI.  —  Pour  qu'il  existe  un  triangle  caractérisé, 

aux  indices  a,  p,  y  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 
ap  +  py  +  t7-  <  o. 

Posons,  en  effet,      a{3  +  (3y  +  ya       I, . 

La  relation  donnée 

aa2  +  p62  +  yC*  =  O, 
devient        (k  —  Py)as  ■+-  (p  +  y)(pô'  +  yc2)  =  o, 
ou  62iri2  +  Py(&»  +  cs  -  a2)  +  c'y*  +  u-k  =  o. 
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Le  discriminant  A  du  trinôme  en  p,  écrit  dans  le  premier 
membre,  est  égal  à 

Y2(62  -+-  c2  -  a2)2  —  4&2cy  -  4«262/ù 
et  nous  pouvons  écrire 

A  =  y2(at  +  64  +  c*  -  20262  —  202c2  —  2Ô2c2)  —  ^tfb-k. 

On  voit  que  le  coefficient  de  y2  représente  seize  fois  l'aire, 
changée  de  signe,  du  triangle  proposé;  c'est  une  quantité  néga- 
tive, si  le  triangle  existe,  comme  nous  le  supposons.  Par  suite, 
on  doit  avoir  k  <  o;  la  conditiou  énoncée  est  nécessaire. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée,  il  existe,  en 
nombre  infini,  des  triangles  caractérisés,  correspondant  aux 
indices  donnés. 

Prenons  en  effet,  arbitrairement,  la  base  BC  =  a,  du  triangle 

que  nous  cherchons  à  construire.  La  relation 

art2  +  [îô2  +  yc-  =  o, 

étant  donnée,  il  existe  une  infinité  de  triangles  dont  les  côtés 

vérifient  cette  égalité  :  le  lieu  du  sommet  mobile  A  est  un 

cercle.  En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  la  base  BC  et  la 

médiatrice  correspondante,  l'équation  de  ce  cercle  est 

(  /        a\2)         (  /        a 

art2  +  pj.y2  +  \x  -  -J     +  y jy2  +  (x+  - 

ou 

y2(?  +  Y)2  +  \x{}  +  y)  -  "(?  -  Y)i2  +  a2K3  +  h  +  Y«)  =o. 

On  voit  par  ce  résultat  que  le  lieu  de  A  est  une  circonférence 
réelle  si  l'on  a 

àp  +  Py  +  ïa  <  °- 
Le  théorème  se  trouve  ainsi  complètement  démontré. 

Remarque  I.  —  Lorsque  la  somme  des  indices  est  nulle,  le 
triangle  caractérisé,  correspondant,  existe  toujours. 
En  effet,  la  relation 

oc  +  p  h-  Y  =  o, 

*2  +  i32  +  Y2 
donne  ap  +  |3y  4-  y*  = > 

et,  par  conséquent,       <*p -h  py  4- ya<  o. 

Remarque  II.  —  Dans  les  triangles  caractérisés  aux  indices 
a,  p,  y  il  existe  un  point  remarquable  M,  qu'on  peut  consi- 
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dérer  comme  lié  au  triangle  considéré;  c'est  le  point  dont  les 
coordonnées  barycentriques  sont  proportionnelles  aux  quan- 
tités a,  [3,  y;  l indice-point,  comme  on  pourrait  l'appeler. 

Il  résulte,  de  la  relation 

aa2  +  [362  +  Tc2  =  o, 
que  dans  un  triangle  caractérisé.  la  droite  harmonique  ment  asso- 
ciée h  l'indice-point  passe  par  le  point  de  Lemoine  du  triangle. 
On  peut  dire  aussi,  en  présentant  autrement  cette  propriété, 
que  le  réciproque  de  V  indice -point  appartient  à  la  circonfé- 
rence circonscrite  au  triangle. 

La  géométrie  des  triangles  caractérisés  s'enrichit  ainsi  d'un 
élément  nouveau  qui,  selon  toute  vraisemblance,  doit  influer 
d'une  façon  remarquable  sur  l'étude  particulière  qu'ils  com- 
portent. 

On  peut  aussi  considérer  un  point  M'  dont  les  coordonnées 
normales  soient  proportionnelles  aux  quantités  a,  (3,  y.  On 
obtient  ainsi  un  autre  point  remarquable,  et  la  droite  MM' 
se  trouve  être,  par  suite,  une  droite  remarquable  associée  au 
triangle  caractérisé,  mais  qui,  il  faut  l'observer,  n'existe  pas 
dans  un  triangle  non  caractérisé. 

Enfin,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Problème  :  Construire  les  triangles  caractérisés,  qui  corres- 
pondent à  des  indices  donnés  a0,  [30,  yo« 

A    cet    effet,    considérons 
quatre  points  en  ligne  droite  : 
O,  A,  A',  A'  et  posons 
OA  =  X,        OA'  =  X', 
OA'  =  X". 
Sur  AA",  comme  diamètre, 
décrivons  une  circonféicnco  A. 
et,  sur  celle-ci,   prenons   un 
point  M;arbitrairemeut.  Ayant 


Fig.  37. 


projeté  M,  en  P,sur  OA",  nous  avons 
HP2  =  AP.A'T, 


ou 


(l) 

D'autre  part 


MP"  =  (OP  -  X)(X"  -  OP). 
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(2)  MO2  =:MP2  +  ÔP2, 

(3)  MA?2  =  MP2  +  AT2  =  MP2  +  (OP  -  X')*. 
Entre  (1),  (4),  (3)  éliminons  MP,  OP.  On  trouve  facilement 

(À  +  a'jXTÂ72  +  (2//  -  X  -  X'JMÔ2  +  2XX'X"  -  >'2(A  +  X")  =  o, 
ou 

Gela  posé,  imaginons  un  triangle  caractérisé,  aux  indices 
a0'  Po*  Yo-  Pour  construire  ce  triangle,  dont  les  côtés  a,  b,  c 
vérifient  la  relation 

(B)  y.ua-  +  ,3062  +  y0c2  =  o, 

il  suffit  de  déterminer  /,  À',  À'  de  fanon  que  les  relations  (A), 
(B)  soient  vérifiées,  en  supposant 

MA'  =  a,        MO  =  b,        OA'  =  c. 
Or  ces  égalités  seront  compatibles,  si  l'on  a 

X        X"  X  _  À"        2XX"        À        À' 


Ces  équations,  dans  lesquelles  — »  A  sont  les  inconnues. 

A         /. 


donnent 


A  A 

-,  +  rr 

X  X 

À  X" 


2a( 

«0 

+ 

Pi 

«0 

+ 

To 

Par  suite,  —  »  —  sont  les  racines  de  l'équation  : 
X      X 

(D)  (a,  +  p0)X*  -  2a0X  +  (a,  +  Yo)  =  o  (*). 

On  aboutit,  finalement,  à  la  solution  suivante  : 

Pou?1  construire  tous  les  triangles  caractérisés,  aux  indices  a0, 

p0,  y0,  on  calculera  d'abord  les  racines  X',  X'  t/e  l'équation  (D). 

/i</an/  /)?•/«,  arbitrairement,  une  longueur  OA'  r/iu  représente  l'un 

des  côtés  du  triangle  cherché,  on  construira,  s«r  OA,  les  longueurs 

OA  =  X'.OA',  OA"  =  X'.OA'. 

(*)  En  discutant  la  réalité  des  racines  de  cette  équation,  on  trouve 

«o2  —  (<*«  +  P«Xao  -+-  y»)  >  o, 

r,u  KoPo  +  PoYn  + Y.aB<o; 

condition  obtenue  précédemment,  par  une  autre  voie. 
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Cela  fait,  sur  AA",  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonfé- 
rence A. 

Tout  triangle  ayant  pour  base  OA',  et  pour  sommet  un  point  M 
quelconque  de  A  (et  tous  les  triangles  semblables  à  celui-ci, 
bieu  entendu)  est  caractérisé,  aux  indices  a0,  p0,  y0.      G.  L. 
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QUESTION  314. 

Solution  par  M.  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


Trois  points  A,  B,  C  se  meuvent  uniformément  sur  (rois  droite* 
données  dans  un  même  plan. 

Démontrer,  géométriquement,  que  le  sommet  C  d'un  triangle  abc, 
semblable  au  triangle  ABC  et  ayant  une  base  fixe  al),  décrit  une 
circonférence  A. 

Lorsque,  sans  changer  les  vitesses  des  mobiles,  on  déplace,  paral- 
lèlement à  elle-même,  la  droite  parcourue  par  C,  la  circonférence  A 
décrite  par  c  passe  par  un  point  fixe.  (J.  Neuberg.) 

A  cause  du  mouvement  uniforme,  les  divisions  A,A,...\,. 
B,B.,...B,  sont  semblables  :  soit  S  leur  centre  de  similitude. 
lu  Soient  A.B.J,,  A<BjJt  les  triangles  directement  semblables 
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aux  triangles  A^G,,  A2B2G2.  Le  point  S  étant  semblablement 
placé  par  rapport  à  tous  les  segments  AB,  les  triangles  SG^j 
et  SJtAi,  SC2A2  et  SJ2A,  sont  semblables;  d'où  l'on  déduil 
aisément  la  similitude  des  triangles  SG^  et  SAjA,-,  SC2J2  et 
SA2Ai.  Donc,  les  segments  CtJn  G2J2  sont  dans  un  rapport 
constant  avec  A^,-,  A2A;  et  par  suite  avec  G^,,  GZG;.  Les 
angles  G^J,,  C,G2J2  étant  d'ailleurs  constants,  il  s'ensuit  que 
les  droites  S^,  S2G;  ont  une  direction  fixe.  Par  suite,  l'angle 
JiC;,J2  est  toujours  égal  à  un  angle  fixe. 

Donc,  si  l'on  construit,  sur  une  même  basea6,  des  triangles 
directement  semblables  aux  triangles  AJifîi,  A2B2G2,  Ad^C;, 
l'angle  cxCfi.i  est  constant,  et  le  point  cL  décrit  une  circonfé- 
rence. 

2°  Soit  At  la  circonférence  décrite  par  le  sommet  G,  quand 
on  prend  le  segment  A^  comme  base  fixe  ab. 

Déplaçons  la  droite  CtC;  parallèlement  à  elle-même,  dans  une 
direction  fixe  C^î,  et  soit  K4  le  second  point  d'intersection 
de  G,GÎ  avec  Ax. 

Le  triangle  A^Kj  étant  semblable  au  triangle  A;;B& Ck,  on  en 
conclut  la  similitude  des  triangles  SAjA^,  SKtGft;  d'où 
K^       SK, 

V  '  A,Aft       SA, 

Si  KtGfc  coupe  la  droite  CjC^  en  C[,  on  a 

KiGfe       GtGft 
GÎC:        G&        A,  A, 


Mais 
donc 


CiCfc       GiG/j       AtAft 

K.CÏ    AtA4        KtG'i   K,G/,. 
ou 


KtCs    A^        A,A(   ktAk 
et,  à  cause  de  (1), 

j^C'  _  SKj 

On  conclut  de  là  que  les  triangles  SKtCi  et  SAiA,,  A^I^ 
et  AiB(C^,  sont  semblables. 

Ainsi,  le  point  K^  appartient  à  chacune  des  circonférences  A. 
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QUESTION  315  • 

.Solution  par  B.  Sollertinskt,  à  Gatschina. 


Soient:  A'B'C  un  triangle  quelconque,  circonscrit  au  triangle 
ABC;  Oa,  Ob.  Oc  les  centres  des  cercles  A'BC.  B'CA,  C'AB; 
0'a,  0'b,  0'c  les  symétriques  des  points  Oa,  Oh,  Oc,  par  rapport  à 
BG,  CA.  AB.  Démontrer  : 

1°  Que  les  triangles  0a0b0o  OaObCv  sont  .symétriquement  sem- 
blables; 

2°  Qu'ils  ont  même  orthocentre.  (J.  Neuberg.) 

\°  Soit  S  le  second  point  commun  des  circonférences  A'BC. 


B'CA.  Ce  point  doit  se  trouver  à  l'intérieur  du  triangle  ABC 
ou  dans  l'un  des  angles  opposés  par  le  sommet, 

En  elKet,  si  l'on  suppose  que  S  est  dans  L'angle  BAC,  par 
exemple,  et  extérieur  au  triangle  ABC,  on  a  évidemmenl 

B~SC  >  ASC. 
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Mais    BSC  =  A',         ASCT=  %  -  B'  =  A'  +  C. 
Si  S  est  à  l'intérieur  de  ABC,  on  a 

ASB  =  27r-BSCT-AS6"=2Tc-(7t-A')-  U  -B')=  -  -  C; 
et,  par  suite,  S  appartient  à  la  circonférence  C'AB. 

Si  enfin  S  est  dans  l'un  des  angles  opposés  par  le  sommet, 
dans  l'angle  opposé  à  A  par  exemple,  on  a 

BSA  =  BSC"-  ASC  =  tu  -  A'  -  B'  =  C. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  les  circonférences  Oa,  Ob,  Oc  se 
coupent  en  un  même  point  S.      /^"^W  Lj^st    ffAA&Cun>AAâ 

Puisque  les  côtés  du  triangle  OaOfA-  sont  perpendiculaires 
aux  milieux  des  droites  SA,  SB,  SC,  les  angles  de  ce  triangle 
et  ceux  du  triangle  A'B'C,  étant  égaux  ou  supplémentaires 
aux  angles  BSC,  CSA,  ASB,  sont  égaux  ou  supplémentaires 
entre  eux.  Donc,  les  triangles  OaObO,  et  A'B'C  sont  semblables. 

Les  points  0'a,  0'b,  0[.  sont  les  centres  des  cereles  symé- 
triques aux  cercles  0„,  Ob,  Cv.  On  verrait,  delà  même  manière, 
que  le  second  point  commun  S'  des  circonférences  Oa,  Ob  se 
trouve  en  dehors  du  triangle  ABC,  dans  l'un  de  ses  angles, 
qu'il  appartient,  par  suite,  à  la  troisième  circonférence  Oc.  Les 
triangles  (XO'bOé,  A'B'C  sont  aussi  semblables. 

Les  triangles  OaObOe,  0'aO'bO'CJ  étant  semblables  au  même 
triangle  A'B'C,  sont  semblables.  De  plus,  ils  sont  symétri- 
quement semblables;  car,  s'ils  étaient  directement  sem- 
blables, le  triangle  MaMbMt.  (complémentaire  de  ABC),  serait 
semblable  à  ces  triangles  (*),  et  il  en  serait  de  même  des 
triangles  ABC,  A'B'C.  Cela  ne  peut  avoir  lieu;  car,  dans  ce  cas 
particulier,  le  triangle  0'aObO'c  se  réduit  à  un  point,  le  centre 
du  cercle  ABC. 

2°  Soient  Ha,  H'a  les  pieds  des  hauteurs  OaHa,  OaHâ;  O'â  le 
symétrique  de  0,',  par  rapport  à  ObOv,  Ma  le  milieu  de  Oj^'â- 
Le  triangle  OaObCv,  étant  symétrique  de  OaO'b(X,  les  trois  tri- 
angles 0o0b0c,0a0b0',  MaM,3J,  sont  directement  semblables; 
et  le  milieu  H„  du  segment  HaH'a  est  le  pied  de  la  hauteur 
M'iC  du  triangle  M'aMbMc.  Mais  M«Hi,,  étant  parallèle  à  OaOa, 

(*)  Théor.  de  M.  H.  Van  Aubel.  Voir  la  lettre  de  M.  Neuberg.  J.  E.  1888, 
p.  113. 
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est  perpendiculaire  à  MbMc  et  par  suite,  se  confond  avecMaM0. 
Donc  HlHa  est  parallèle  à  OaOâ  ;  et,  si  l'on  désigne  par  H  l'in- 
tersection des  droites  OaHa,  OaHa,  on  a 
OqH^OlH 

HHa  HH„ 
Ainsi  le  pointH,et en  général  l'intersection  de  deux  hauteurs 
correspondantes,  est  le  point  double  des  figures  semblables 
0„ObOc.  OaObO',.  Mais,  puisque  ces  figures  ne  se  confondent 
pas.  elles  ne  peuvent  avoir  trois  points  doubles  distincts  :  donc 
deux  de  ces  points,  et  alors  tous  les  trois,  se  confondent  en  un 
seul  point,  l'orthocentre  commun. 

Remarque.  —  Si  H'  est  l'orthocentre  du  triangle  OlO'b(X,  le 
point  H^,  milieu  de  HH',  est  l'orthocentre  du  triangle  M'aMbM'c. 
Donc 

Si,  sur  les  côtés  du  triangle  MaMbMc,  on  construit  des  triangles 
directement  semblables  au  triangle  O0060r;  leurs  orthocentres  sont 
les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  0,]ObOé. 


QUESTION  323 

Solution  par  M.  B.  Sollertinsky  à  Gatschina. 


On  projette  un  triangle  ABC  sur  tous  les  plans  qui  ont  même 
trace  sur  le  plan  ABC.  Si,  sur  une  base~f\xe  A'B'  on  construit  un 
triangle  A'B'C  semblable  à  l'une  quelconque  des  projections  de 
ABC,  le  sommet  C  décrit  une  circonférence.         (J.  Neuberg.) 

Si  l'on  rabat  tous  les  plans,  en  les  faisant  tourner  autour  de 
leur  trace  commune,  sur  le  plan  ABC,  les  projections  du  même 
sommet  se  trouvent  sur  la  perpendiculaire  menée  de  ce  som- 
met à  la  trace.  L'aire  du  triangle,  et  celle  de  sa  projection 
sont  exprimées  en  fonction  du  cosinus  des  deux  plans,  ces 
aires  varient  donc  proportionnellement  au  temps.  On  a  alors 
trois  mobiles  A,  B,  C  se  mouvant  uniformément  sur  trois  droites 
d'un  même  plan.  D'après  une  propriété  connue  (Question  '!l  i>. 
le  sommet  C  décrit  une  circonférence. 
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Le  centre  de  cette  circonférence  est  sur  la  base  A'B';  car,  a 
chaque  triangle  A'B'C',  correspond  le  triangle  A'B'C"  symé- 
triquement égal  au  premier. 

Remarque.  —  si  l'on  déplace  G  parallè'emenl  à  la  trace,  la  cir- 
confèrence  décrite  par  G'  passe  par  un  point  fixe.  Gar  la  vitesse  de 
G  ne  change  pas,  et  la  droite  parcourue  par  C  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même.  (Voir  la  Question  314,  p.  256.) 


QUESTION   34-2 

Solution  par  M.  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


Si  l'on  a 

(1)  f  +  g  +  h  =  i, 

on  a 
(2) 

(    f        g        h       /f      g       h\2  )  ^  a(b-  ci2 

abG  I  a"'  +  F  +  c"2  -  (â  +  b  +  c)    i  2   "  H— 

(  /  r       i,  i  v/f       S       n\  )  \^  a2(b  -   ci2 

(Catalan.) 
D'après  (1),  le  premier  membre  de  (2)  peut  être  écrit: 


(  Va2      62       cVV       y        /     Va       b       cj   )  ^-J         f 

«ic  2»a(j-,  +  -._  -  s)  2  — ^ 


ou,  encore,       -— 


/#/i  ^  a2(6  —  c)2  ^i  a(b  —  c)2 


en  observant  que 


,i_       _^        2  \    _  gft(6  -  c)%  _      fgh     a^b-d)* 


&       c2       bcj  62c2  a262c2.         /' 

De  même,  le  second  membre  de  (2),  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


ou 


ou 
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S  (af+  *  +  *)(£  +  f  +  5)  -  <f  +  ,  +  A).  |  2  &f# 

fgh  ^-i  0(6  —  c)'-    ^-i  a*(ô  —  c)2 

•  CTta>    a;  2j  — p— 2j  - -7— 

L'identité  proposée  se  trouve  donc  établie. 
Généralisation.  —  Si 

CC|    ~T*     00-2    ™T"     •  •  •     "" r"    wj    I  1 

on  a 

[xv      x2  œn      /Xi       jc2  œn\  )  ^  œ^fa—  aa)" 

1  —0+  — »  +  •  •  •  H 0  —  l ~~    ~* 4-  ...  H )  >    ?.    


=  I  (<w  +  «**.  + . . .  +  «*%;  +  -'  +  •  •  •  +  -;]  -  1  « 


QUESTION  344 

Solution  par  M.  Aug.  Boitin. 


Soit  A  /c  sommet  d'un  tétraèdre,  BCD  n«  tese,  G  le  point  d'inter- 
section des  médianes  du  triangle  BCD.  Démontrer  que 

(1)    3ÂB2  +  3ÂC2  +  3ÂD2  =  BG2  +  BD2  +  UD'2  +  9ÂG2. 

tant  le  centre  de  gravité  de  BCD,  un  théorème  connu  |    ) 
donne 

Xë2  +  AC2  4-  AÏ)2  =  BG2  +  CG2  -f-  DG"  4-  3A<  - 


1*1  La  somme  d  des  distances  de  a  points  A.  B,  C,  ...  à  un  point 

à  la  somme  des  ■  distances  des  mêmes  points  n 

11  fois  le  carré  de  S<  »  (Catalan,  Théorèmes  et  Pro- 
blèmeSj  livre  111,  théorème  [II). 
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D'ailleurs,  on  a 

(3)       BG2  +  CG2  +  DG2  =  UW  +  BD2  +  CD2). 

3 

Eu  combinant  (2)  et  (3)  on  obtient  l'égalité  (  [). 

y.  —  Solutions  diverses  par  MM.  I.  Beyens,  capitaine  du  génie  à 
Cadix;  Bonn,  maître  répétiteur  au  collège  de  Verdun;  G.  Russo,  à  Catan- 
zaro. 


QUESTION  347 

Solution  par  M.  Aug.  Bouii.n. 


Soient  :  A,  B,  G,  trois  points  en  ligne  droite.  Par  A,  on  fait 
passer  une  droite  mobile  A,  et  des  points  B,  C,  on  abaisse,  $i(r  A, 
des  perpendiculaires  BB',  CC.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours 
des  diagonales  du  trapèze  ainsi  formé.  (G.  L.) 

Soit  M  un  point  du  lieu.  Par  XI,  menons  une  perpendiculaire 
PP'  à  A  :  elle  coupe  ABC  en  un  point  fixe  P.  En  effet,  d'après 
un  théorème  connu,  AP  est  la  moyenne  harmonique  de  AB, 
AG.  Ainsi,  P'  décrit  le  cercle  dont  AP  est  un  diamètre.  Le  point 
M  étant  le  milieu  de  PP'.  M  décrit  un  cercle  homothétique  au 
précédent,  P  étant  le  centre  d'homothétie.  D'après  cette 
remarque,  Q  étant  le  milieu  de  AP,  le  lieu  de  M  est  la  cir- 
conférence décrite  sur  PQ  comme  diamètre. 

Nota.  —  Solution  trigonométrique  par  M.  Bonn,  maître  répétiteur  au 
collège  de  Verdun;  solutions  géométriques  diverses,  par  MM.  I.  Bejens, 
capitaine  du  génie  à  Cadix;  B.  Sollertinsky,  à  Gatschina. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


376. —  Les  bissectrices  intérieures  et  extérieures  des  angles 
d'un  parallélogramme  comprennent  entre  elles  36  rectangles, 
dont  6  peuvent  être  groupés  deux  à  deux,  ainsi  qu'il  suit  : 
1°  celui  des  bissectrices  de  dtux  angles  opposés,  et  celui  des 
bissectrices  des  deux  autres  angles;  2°  le  rectangle  que  forment 
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les  bissectrices  d'un  angle  avec  celles  de  l'un  des  angles  non 
opposés,  et  celui  qu'elles  forment  avec  les  bissectrices  de  l'autre 
angle  non  opposé;  3°  le  rectangle  des  bissectrices  intérieures, 
et  celui  des  bissectrices  extérieures. 

On  demande  de  démontrer,  sans  calcul,  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Les  deux  rectangles  du  premier  groupe  sont  équivalents. 

La  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  des  rectangles 
du  deuxième  groupe  est  moitié  de  l'aire  du  parallélogramme. 

Les  diagonales  des  rectangles  du  troisième  gi  oupe  sont,  res- 
pectivement, égales  à  la  différence  et  à  la  somme  de  deux  côtés 
adjacents  du  parallélogramme. 

Les  aires  de  ces  mêmes  rectangles  ont:  pour  demi-différence, 
l'aire  du  parallélogramme;  pour  moyenne  arithmétique,  la 
somme  des  aires  des  rectangles  du  deuxième  groupe;  pour 
moyenne  proportionnelle,  l'aire  d'un  rectangle  du  premier 
groupe.  (A.  Tissot.) 

377.  —  Dans  tout  triangle  rectiligne  : 

62c2  sin4  A  —  a4(cos2  A  +  cos  A  cos  B  cos  G)2 


1" 


2° 


tfa"1  sin4  B  —  ô4(cos2  B  +  cos  A  cos  B  cos  G) 

,  /     A  B\  /A  C\ 

Mte-H-te— i+c(tg-  +  t 


const, 


sin  A 


(E.  Catalan.) 


378.  —  Dans  tout  triangle  rectiligne,  on  a 


p  —  a 

r  cos  B     I 

p  —  b 

S   0 

cos  C    i 

p  —  c 

G.L. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 


[HPRIMBRIB  CMmUU  DBS  CHBM1HS  DE  m:.  —  IMPRIMER1B  CH1IX. 
20,  RUE  UERQÈRE,  PARI?.  —  22874-10-90. 
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SUR  UN  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  I^auTernay. 


Le  problème  que  nous  avons  en  vue  dans  cette  Note  est  celui 
qui  correspond  à  l'énoncé  suivant  : 

Calculer  les  rayons  des  circonférences  tangentes  aux  trois  cir- 
conférences A„.  A,,,  A,,  qui  sont  tangentes  entre  elles,  et  dont  les 
centres  sont  les  sommets  d'un  triangle  donné  ABC. 

SoitOle  centre  de  la  circonférence  tangente,  extérieurement 
aux.  trois  circonférences  A  dont  les  rayons  sont,  respective- 
ment (*),  p  —  a,  p  —  b,  p  —  c;  appelons  ?.,  fi,  y  les  angles 
respectifs  BOG,  COA,  AOB.  Dans  le  triangle  GOB,  on  a  : 
u*  =  (p  —  b  +  x)2  +  (/J-c  +  x)2-2(p-6  +  x)(p  —  c  +  x)  cos  a, 
x  étant  le  rayon  de  la  circonférence  0. 

Or  a  =  p  —  b  -+-  p  —  c. 

donc 

(p  —  b)(p  —  c)  —  x2  +  ax  —  (p  —  b  -h  x)(p  —  c  -+-  x)  cos  x, 

x2  •+■  ax  —  (p  —  b)(p  —  c) 
d'oîi  cos  y.  — 

On  trouve,  de  même 

cos  J5  = 

cos  y  = 

(p  —  a  +  x)(p  —  b  -+-  x) 

et,  d'après  la  relation  : 

cos2  a  -4-  cos2  (3  -t-  cos2  y  —  2  cos  a  cos  S  cos  y  —  i  • 

l'équation  du  problème  est 

[x2  -+-  ax  -  (p  —  6)(p  —  c)]2(p  —  a  +  a)2 

+  [a;2  -+-  &#  —  (p  —  c)(p  -  a)Y(p  -  b  -h  x)2 

4-  [x2  +  ex  —  (p  —  a)(p  —  6)]2(p  -  c  +  ï)! 

—  2[a;2  +  ax  —  (p  —  b)(p  —  c)][x2  -+-  bx  —  (p  —  c)(p  —  o)J 

[x2  ■+■  ex  —  (p  —  a)(p  —  b)] 

=  (p  —  a+  #)2(p  —  b  -+-  x)2(p  —  c  -h  x)2. 

(*)  Voyez:  Calalan,  Théorèmes  et  Problèmes.,  etc.,  p.  71. 
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(p- 

e, 
x2  + 

&  + 

x){p 

-  (p  - 

—  c  + 

-  a)(p  - 

cc) 
-c) 

as2  -r 

C  + 

c#  — 

x){p 

(p- 

-  o  -f- 
a)fp- 

X) 

-b) 

260        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

équation  qui  se  réduit  à  la  suivante  : 

(T2  -  i6S2)p2#2  -  4^T82a;  +  4s1  =  o. 
Dans  cette  égalité,  S  désigne  l'aire  du  triangle,  et  l'on  suppose. 

T  =:  a(p  —  a)  +  b(p  —  b)  -+-  c(p  —  c  . 

Nous  allons  maintenant  discuter  les  résultats  précédents. 

1er  Cas.  T  <  4S. — L'équation  (1)  a  une  seule  racine  positive. 

2  S2 


p(4S  +  T  i 
qui.  seule,  convient  à  la  question. 

Si  l'on  suppose  que  le  triangle  soit  tel  que  la  seconde  cir- 
conférence tangente  aux  trois  premières  enveloppe  celle-ci. 
dans  la  mise  en  équation  précédente  pour  trouver  le  rayon  de 
cette  seconde  circonférence,  il  faut  changer 

p  —  a  +  x, 
en  —  (p  —  a)  +  x  =  —  (p  —  a  —  x), 

ce  qui  revient  à  changer  les  signes  de  x  et  des  quantités 
p  —  a  —  x,        p  —  b  —  x,        p  —  c  —  x. 
Par  conséquent,  dans  les  valeurs  décos  a.  cos  p,  cas  y  il  suffit 
de  changer  x  en  —  x;  la  racine  négative  de   l'équation  (1), 
changée  de  signe,  représente  donc  le  rayon  r.,  de  cette  seconde 

circonférence,  et  nous  avons 

2  S* 

Vi  ~  /)(4S  -  T)  ' 

2e  Cas.  —  Si  l'on  suppose  au  contraire  T  >  4S,  l'équation 
(1)  donne  les  deux  rayons,  car  les  circonférences  cherchées 
sont  toutes  deux  tangentes,  extérieurement,  aux  trois  circon- 
férences données. 

Remarquons  d'abord  que  l'égal, lé 

T8     :  r6S», 

1  1  1 

donne 


\  p  —  c       \/p  —  a       \Jp  —  b 
ou  l'une  des  deux  autres  formes  symétriques  de  celle-ci. 

Or,  cette  dernière  égalité  exprime  que  les  trois  circonfé- 
rences dont  les  rayons  respectifs  sont  p  —  a,  p  —  b,  p  —  c 
ont  une  tangente  commune  qui  correspond  à  la  solution  infinie. 

Si  l'on  désigne  par  x\x    les  racines  de  l'équation  (1),  on  a 
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I  4S  4-    T 

1.1     ~  4(7)  —  a)(p  —  b)[p  —  c)  ' 

1      _  -  4S  +  T 

2X "       4(p  -  a)(p  —  b)(p  -  c)  ' 

cl  ou,  par  soustraction,    — ,  —  — „     -  -» 
2X  2X  r 

r  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle. 

Remarque  I.  —  Le  carré  de  la  différence  des  rayons  des  deux 
circonférences  0  et  0'  est  égal  au  carré  de  la  dislance  de  leurs 
centres,  diminué  de  seize,  fois  le  produit  de  ces  mêmes  rayon-,  (*). 

Soit  S  le  centre  radical  des  trois  circonférences  données,  y 
le  centre  de  similitude  externe  des  circonférences  de  rayons 
p  —  b,  p  —  c;  on  sait  que  le  lieu  des  points  de  contact-  des 
circonférences  tangentes  entre  elles  et  tangentes  aux  deux 
circonférences  BD,  CD,  est  la  circonférence  dont  le  centre  est 
7  et  dont  le  rayon  est  yD.  Or.  si  y.,  %'  sont  les  points  de  ren- 
contre de  ce  lieu  avec  la  circonférence  A  de  rayon/*  —  a,  les 
droites  A.a,  k.%  passent  respectivement,  par  les  centres  0,  0' 
des  circonférences  tangentes  aux  trois  circonférences  données; 
car  y.,  y.'  sont  les  points  de  contact  de  celles-ci  avec  la  circon 
férenceA.  D'ailleurs  ces  centres  sont  sur  la  droite  menée  par 
le  centre  radical  S  perpendiculairement  à  l'axe  de  similitude 
externe  des  trois  circonférences  données;  et  puisque  la  droite 
%%'  passe  en  S,  on  a 

SD2  ^  r*=  Sa. S/. 

Soient  (E,  K)  (E  ,  K'j  les  points  de  rencoutrede  00' avec  les 
circonférences  cherchées  0,  0'. 

On  a:  Sa. Sa'  =  SE. SE'  =  SK.SK' 

car  S  est  centre  de  similitude  des  circonférences  0  et  0',  d'où 

Sx. Sx  =  v/SE.SK.SE'.SK'  =  \  -  (r*  -  bU2)(»1  -  SÔ7"    =  r* 


(*)  Dans  cet  énoncé,  on  suppose  les  deux  racines  positives;  si  les  ra- 
cines étaient  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  si  l'une  des  circon- 
férences était  tangente  extérieurement  et  l'autre  tangente  intérieurement, 
l'énoncé  serait  le  suivant  :  Le  carré  de  la  somme  des  rayons  des  deux  cir- 
conférences 0  et  0'  est  égal  au  carré  de  la  distance  de  leurs  rentres,  augmente 
de  seize  fois  le  produit  de  ces  mêmes  rayons, 
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„  .    SO       SO'  d         ...     ..    ,.  .         __,  . 

Mais —  = =  5  a  étant  la  distance  00  des  centres, 

/•,  r,  t\  -  r, 

ceux-ci  étant  situés  du  même  côté  de  S,  ou  de  part  et  d'autre, 

selon  que  les  circonférences  0,  0'  ont  leurs  rayons  de  même 

signe  ou  de  signes  contraires.  On  aura  donc,  par  substitution  : 

\6r.r2  =  d*  -  (rt  -  i\)K 

Remarque  II  —  1°.  L'analyse  précédente  conduit  à  une  con- 
struction géométrique  simple  des  deux  centres  0,0'. 

1°  Dans  le  cas  où  les  deux  circonférences  0,  0'  ont  leurs 
rayons  de  même  signe  (*),  on  peut  leur  mener  une  tangenle 
commune  intérieure  qui, jointe  aux  deux  tangentes  extérieures 
passant  en  S,  déterminent  un  triangle  auquel  la  circonférence 
0' est  ex-inscrite  tandis  que  la  circonférence  0  est  inscrite  au 
même  triangle.  Si  l'on  désigne  par  h  la  hauteur  menée  de  S 
sur  la  tangente  commune  intérieure,  on  a 
2  i  i 

h    '  r,        r2 

donc  ; 

h       r 

ou  »'   =  2/t  =  SD. 

D'après  la  même  analyse,  l'équation  donnant  les  rayons 
des  circonférences  tangentes  aux  cercles  dont  les  rayons  sont  : 
p,  p  —  a,     p  —  b  est 
(p  -  cfx2[(p*  -  aby  -  4S2]  -  2(p  -  c)Saa;(p2  --  «6)  +  S1  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  r1)C  rz,c  les  rayons,  on  a  : 
1         (p  —  c)(p-  —  ab  -4-  2 S) 

V~  = s^ ' 

1      _  (p  -  c)(»2  -  ab  -  2S) 

F~~  "s1  ; 

d'où  les  conséquences  suivantes  : 


(*j  Par  abréviation,  nous  entendons  que  les  rayons  sont  de  signes  con- 
traires, lorsqu'ils  sont  représentes  l'un  par  la  racine  positive  de  1 1  |,  l'autre 
par  la  seconde  racine,  changée  de  tigne;  ce  qui  arrive  quand  on  suppose 
T<4S. 
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2  rue       2  r2iC       r, 

2°Sic/c  est  la  distance  des  centres  de  ces  deux  circonférences, 
on  a 

(>V  -  rlx)*  =  d2  -  i6rue.ritC. 

3°  Le  rayon  rc  est  double  de  la  distance  du  centre  y  du 
cercle  (yc)  ex-inscrit  dans  l'angle  C  à  la  tangente  commune 
intérieure  aux  deux  cercles  cherchés. 

Car  si  l'on  considère  le  triangle  a\ant  pour  côtés  cette 
tangente  commune  et  les  deux  tangentes  communes  exté- 
rieures aux  mêmes  cercles,  ces  dernières  concourant  en  y,  la 
distance  yM  à  la  tangente  commune  intérieure  est  la  hauteur 
de  ce  triangle,  issue  de  y,  et  l'on  sait  que  : 

2  i  i 

— r  = »       d'où         2. -'M  =  rc. 

yM       ritC       ?v 

Remarque  III.  —  Les  quatre  droites  des  centres  des  quatre 
groupes  de  circonférences  tangentes  à  trois  des  quatre  cercles 
de  rayons,  p,  p  —  a,  p  —  b,  p  —  c  sont  concourantes  au  point 
symétrique  de  l'orthocentre  par  rapport  au  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle. 


ETUDE  SUR  LA  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

DES  SECTIONS   CONIQUES 
Par  M.  Auguste  Morel. 

(Suite  et  fin,  voir  p.  243.J 


*- 


V.  —  Les  sections  planes  du  cône  droit  à  base  circulaire. 

122.  —  Lorsqu'une  droite  A  tourne  autour  d'un  point  fixe 
S,  en  rencontrant  une  ligne  donnée  2,  le  lieu  décrit  par  A 
s'appelle  une  surface  conique;  elle  est  formée  de  deux  parties 
opposées  que  l'on  nomme  les  nappes  de  la  surface  conique; 
S  est  dit  le  sommet  du  cône. 

Dans  le  cas  où  S  est  une  circonférence,  le  point  S  appartenant 
à  la  perpendiculaire  élevée  au  centre  0  de  S,  le  lieu  de  A  est 
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un  cône  de  révolution;  SO  est  l'axe  de  cette  surface.  Dans  cette 
hypothèse,  on  peut  toujours  inscrire  une  infinité  de  sphères  à 
cette  surface  qui  est  touchée  par  chacune  d'elles  le  long;  d'un 
cercle  perpendiculaire  à  l'axe.  Le  centre  de  ces  sphères  appar- 
tient à  l'axe  SO. 

123.  Théorème.  —  Si  l'on  coupe  une  surface  conique  de 
révolution  par  un  plan  non  perpendiculaire  à  l'axe,  on  peut  tou- 
jours trouver,  dans  le  plan  de  section,  un  point  fixe  et  une  droile 
fixe,  tels  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la 
section, au  point  fixe  et  à  la  droite  fixe,  conserve  unevaleur  constante. 


Fig. 

Considérons  le  cône  J SJ '  .-uupé  par  un  plan,  et  supposons 
que  nous  prenions  pour  plan  de  la  figure  celui  qui  est  mené 
par  l'axe  SO,  perpendiculairement  au  plan  sécant:  alors  doua 
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obtenons,  sur  le  plan  de  la  figure,  un  triangle  formé  par  deux 
génératrices  opposées,  et  la  droite  A.V  d'intersection  avec  le 
plan  sécant. 

Dans  le  triangle  SAA'  ainsi  formé,  inscrivons  un  cercle  de 
centre  0;  il  touche  la  droite  AA'  en  un  point  F.  Considérons 
la  sphère  ayant  ce  cercle  pour  centre.  Elle  est  inscrite  au  cône 
qu'elle  touche  suivant  un  parallèle  rencontrant  le  plan  de  la 
tigure  suivant  LL',  et  elle  est,  en  outre,  tangente  au  plan 
donné  au  point  F. 

Projetons  le  cône,  le  plan  sécant  et  la  sphère  sur  le  plan  de 
la  ligure;  tous  les  points  du  parallèle  de  contact  de  la  sphère 
et  du  côue  se  projettent  sur  la  droite  LL';  tous  les  points  du 
plan  sécant  se  projettent  sur  la  droite  AA',  et  les  deux  plans 
LL'  et  AA'  se  coupent  suivant  ane  droite,  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure,  et  projetée,  par  suite,  en  un  point  X.  Si  nous 
prenons,  dans  le  plan  AA',  un  point  quelconque  M,  projeté  en 
m  sur  A  A',  la  distance  du  point  M  à  la  droite  précédente  est 
('■gale  à  >nX. 

Cela  posé,  considérons,  dans  le  plan  sécant,  un  point  de  la 
ligne  d'intersection  avec  le  cône;  soit  M  ce  point,  projeté  en 
m:  joignons  le  point  M  au  point  F,  et  menons  la  génératrice 
passant  par  le  point  M.  Elle  rencontre  le  cercle  de  con- 
tact en  un  point  T,  projeté  en  t\  les  droites  MT  et  MF  étant 
des  tangentes  à  une  même  sphère,  menées  par  le  même  point 
M.  sont  égales.  Du  reste,  si  l'on  mène  par  le  point  M  un  plan 
parallèle  au  plan  LL'  et  rencontrant  SJ  en  R,  les  portions  de 
génératrices  comprises  entre  ces  deux  plans  sont  égales  entre 
elles;  en  particulier,  MT  =  LR. 

Les  triangles  semblables,  LAX,  mAR  donnent  alors  : 
LA       AR  _  LA  -h  AR 
AX       wA       m  A  +  AX 

Donc  le  rapport  de  LR  à  mX,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
1"  rapport  de  MF  à  mX,  est  égal  au  rapport  constant  de 
LA  à  AX 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  uni'  conique-,  ayant  le  point  F  pour 
foyer  et,  pour  directrice  correspondante  la  perpendiculaire  à  FX 
menée,  par  X,  dans  le  plan  sécant. 
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124.  — Cherchons  maintenant  quelle  est  la  nature  de  cette 
conique  suivant  la  position  du  plan  sécant. 

Observons  d'abord  que,  si  le  plan  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même,  le  rapport  de  LA  à  AX  reste  constant;  par  con- 
séquent les  sections  du  cône  par  des  plans  parallèles  sont  des 
courbes  ayant  la  même  excentricité.  Il  suffit  donc  de  considérer 
des  plans  faisant  des  angles  différents  avec  le  plan  du 
parallèle  LL',  c'est-à-dire  avec  l'axe  du  cône. 

Dans  le  triangle  LAX,  l'angle  en  L  est  le  complément  des 
deux  angles  au  sommet  du  cône;  l'angle  en  X  mesure  l'angle 
du  plan  sécant  avec  le  parallèle  LL';  il  est  le  complément  de 
l'angle  du  plan  sécant  avec  l'axe. 

Soient  2-v.  l'angle  au  sommet  du  cône,  p  l'angle  de  l'axe  avec 

le  plan  sécant,  x   l'angle  ALX,  lequel  est  égal  a  ^  —  a,  et 
p'  l'angle  AXL,  ou^  —  p.  On  observera  que  l'angle  LAX  est 

égal  à  oc  4-  p. 

Nous  considérerons  trois  cas. 

125.  —  Si  a!  est  plus  grand  que  p',  AX  est  plus  grand  que 
AL;  l'excentricité  est  donc  inférieure  à  l'unité;  la  ligne  est  une 
ellipse.  Il  résulte,  de  cette  hypothèse,  que  a  est  plus  petit  que 
p,  et  que,  par  suite,  l'angle  LAX  est  supérieur  à  2a.  D'après 
cela,  si  l'on  mène,  par  le  sommet  S,  une  parallèle  à  AX,  elle 
est  extérieure  à  l'angle  LSL',  et  par  suite  la  ligne  AX  rencon- 
tre la  génératrice  SL'  du  cône  en  un  point  A'.  De  plus,  toutes 
les  autres  génératrices,  se  projetant  à  l'intérieur  de  l'angle 
LSL',  le  plan  sécant  toutes  les  génératrices  rencontrera  d'un 
même  côté  du  point  S.  Les  deux  points  A  et  A'  sont  les  som- 
mets de  la  courbe;  pour  avoir  le  second  foyer,  nous  prendrons 
A'F'  =  AI-'. 

Mais  ou  sait  qu'on  peut  tracer  une  circonférence  ex- 
inscrite au  triangle  A'SA  touchant  le  côté  AA'  au  point  F.  Si  l'on 
prend  la  ligne  de  contact  .1.1',  rencontrant  AA'  au  poinl  X.'. 
on  vérifiera  encore  que  le  rapport  de  H J  ù  mX'  est  constant,  el 
égal  à  celui  de  A'J'  à  A'X',  ou  à  celui  de  A'F'  à  AX'.  Donc  la 
droite  menée  par  X'.  perpendiculairement  au  pion  du  tableau, 
est  la  seconde  directrice. 
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126.  —  Lorsque  oc'  est  égal  à  3',  le  rapport  des  longueurs 
LA,  AX  est  égal  à  l'unité.  La  courbe  est  une  parabole. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  AX  est  parallèle  à  SX';  car  il  résulte, 
de  l'hypothèse,  que  l'angle  y.  est  égal  à  fi.  Il  n'y  a  donc  pas  de 
second  point  de  rencontre  de  la  droite  AX  avec  la  génératrice 
du  cône  située  dans  le  plan  de  la  figure;  et  l'on  obtient  un  seul 
sommet  et  un  seul  foyer;  car  il  n'existe  pas  d'autre  circonfé- 
rence tangente,  à  la  fois,  aux  droites  AX,  SL  et  SL'. 

127.  —  Enfin,  si  -/  est  plus  petit  que  r/,  LA  est  plus  grand 
que  AX;  donc  l'excentricité  est  plus  grande  que  l'unité.  1  a 
courbe  est  une  hyperbole. 

Dans  ce  cas,  l'angle  a  -+-  p  est  plus  petit  que  2a.  Si  donc,  par 
le  point  S,  on  mène  une  parallèle  à  AX,  elle  est  à  l'intérieur 
de  l'angle  LSI/.  Il  en  résulte  que  la  droite  AX  rencontre  la 
génératrice  SL'  au  delà  du  point  S.  Il  y  a  donc  des  points  de 
la  courbe  situés  sur  une  des  nappes  du  cône,  et  des  points 
situés  sur  l'autre  nappe.  La  courbe  est  alors  composée  de  deux 
branches  distinctes.  Si  maintenant  on  prend  les  génératrices 
du  cône  projetées  entre  SL  et  la  parallèle  à  AX,  elles  rencon- 
trent le  plan  sur  la  première  nappe  du  cône;  au  contraire,  les 
génératrices  projetées  entre  SL'  et  la  parallèle  à  AXrencontrent 
le  plau  sur  la  seconde  nappe  du  cône. 

Enfin,  il  existe  un  second  cercle  tangent  à  la  fois  aux 
droites  SL,  SL',  AX,  ayant  son  centre  sur  l'axe  du  cône  :  il 
touchera  AX  en  un  point  F';  la  corde  de  contact  rencontrera 
AX  au  point  X'.  Le  point  F'  sera  le  second  foyer,  et  la  direc- 
trice correspondante  sera  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure,  menée  par  le  point  X'. 

De  tout  ce  qui  précède  on  déduit  qu'un  cône  peut  être  coupé 
par  un  plan  suivant  une  quelconque  des  trois  coniques. 
C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  à  l'ellipse,  à  l'hyper- 
bole et  à  la  parabole,  le  nom  de  sections  coniques.  De  plus, 
puisque  l'on  peut  obtenir  ces  trois  courbes  par  un  même 
procédé  géométrique,  il  était  naturel  d'adopter  une  définition 
convenant  aux  trois  courbes;  c'est  à  quoi  l'on  arrive  immé- 
diatement en  introduisant,  au  début  de  leur  étude,  la  notion 
de  l'excentricité. 
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128.  —  Inversement,  cherchons  si,  une  conique  étant  donnée. 
on  peut  la  placer  sur  un  cône  de  révolution  donné. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  courbe  est  une  ellipse. 
Alors  le  rapport  de  LÀ  à  AX  est  inférieur  à  l'unité.  Dans  le 
triangle  LAX  on  connaît  le  côté  LA,  égal  à  FA,  et  le  côté  AX, 
ainsi  que  l'angle  ALX  =  a',  opposé  au  côté  AX.  Comme 
l'angle  a'  est  aigu,  et  que  AX  surpasse  AL,  on  peut  construire 
le  triangle  ALX,  et  le  problème  n'a  qu'une  solution. 

Alors,  si  l'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  LAA',  extérieur 
au  triangle,  et  que  l'on  construise  OL  perpendiculaire  à  LA, 
et  rencontrant  la  bissectrice  en  0,  OL  sera  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite  au  cône,  et  tangente  au  plan  de  la  conique  ;  il  sera  donc 
possible  de  placer  l'ellipse  sur  le  cône  donné;  el,  quel  que  soit 
ce  cône,  le  problème  a  toujours  une  solution  et  une  seule. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  le  triangle  ALX  sera  isoscèle, 
et  par  suite  facile  à  construire.  En  outre,  on  obtiendra,  comme 
dans  le  cas  précédent,  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  au  cône, 
et  tangente  au  plan  de  la  courbe.  Ainsi  il  est  toujours  possible 
de  placer,  sur  un  cône  de  révolution  donné,  une  parabole 
donnée. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  soit  une  hyperbole. 
Alors,  dans  le  triangle  ALX,  le  côté  AX  est  plus  petit  que  AL  ; 
comme  l'angle  a'  est  aigu,  le  problème  peut  ne  pas  avoir  de 
solution;  ou  bien  il  en  aura  deux. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que.  si  Ton 
abaisse,  du  point  A,  une  perpendiculaire  AD  sur  LX,  la  dis- 
tance AX  soit  au  moins  égale  à  AD;  donc  l'excentricité,  qui 
est  le  rappoit  de  LA  à  AX,  est  au  plus  égale  au  rapport  de  AL 
à  AD.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  le  problème  a  deux 
solutions;  il  est  donc  possible  de  placer,  de  deux  manier,  s 
différentes,  l'hyperbole  sur  le  cône  donné.  D'ailleurs,  on  trou- 
vera, dans  le  cas  de  l'hyperbole,  le  rayon  de  la  sphère  tan- 
gente au  cône  et  au  pian  de  la  courbe,  de  la  même  manière 
que  précédemment. 

129.  Théorème.— Leplan  mené  parle  sommet  du  cône,  paral- 
lèlement au  plan  sceau! ,  coupe  le  cône  suivant  des  droites  parallèles 
aux  asymptotes  de  l'hyperbole. 
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Pour  démontrer  cette  propriété,  considérons  d'abord  un 
point  M  de  l'hyperbole,  et,  par  ce  point,  traçons  une  perpendi- 
culaire à  l'axe  AA/.  Cette  perpendiculaire  MP  rencontre  l'axe 
AA'  au  point  P.  Enfin,  par  MP,  menons  un  plan  perpendicu- 


Fig.  39. 

laire  à  l'axe  du  cône;  il  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  dont 
QQ'  est  le  diamètre  ;  et  l'on  a 

MP2  =  PQ.PQ'. 
D'autre  part,  une  propriété  connue,  relative  à  l'hyperbole, 
OB  étant  le  demi-axe  non  transverse,  donne 

MP2  OB2 

PA.PA'  ~  QÂ*' 
Gela  posé,  menons,  par  le  point  0.  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  du  cône;  il  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  dont  DD' 
est  le  diamètre;  et  nous  avons 
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OD        PQ 
HÔ  ~  It" 
OD"       PQ' 
AO  ~  ÂP  * 
En  multipliant  membre  à  membre,  il  vient,  d'après  ce  .qui 
précède, 

OD.OD'  _      MP2      _  OBj 

AO2      "  A'P.AP  ~~  ÔP 

Par  conséquent,  si,  du  point  0,  on  mène  une  tangente  au 

cercle  DD',  elle  est  égale  au  demi-axe  transverse. 

Cela  posé,  supposons  que  le  plan  parallèle  au  plan  séeaut 

ait  pour  trace  la  droite  SH  qui  rencontre  DD'  au  point  H; 

soient  SG  la  génératrice,  et  GH  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 

figure,  rencontrant  cette  génératrice,  et  par  suite  le  cercle  DD'. 

en  G.  On  a 

GH-  =  HD.HD  . 

DH        SH 
D  autre  part.  _  =  _, 

D'H  _  SH 

"ïTo  _  Âû  " 

On  conclut,  de  ces  égalités, 

GAJ        SAj 
OYi     ~  ÂO-  ' 
GH       OB 
SH=ÂÔ' 
Mais  on  sait  que  si,  par  le  point  A,  on  mène  AI  perpendicu- 
laire à  Taxe  transverse  jusqu'il  la  rencontre  avec  l'asymptote, 
AI  est  égal  à  ÛB;  donc  les  deux  triangles  SGH,  OIA 
semblables;  par  suite  SG  est  parallèle  à  l'asymptote  01.  Ou 
verrait,  de  même,  que  l'autre  génératrice  est  parallèle  a   La 
seconde  asymptote. 

130.  —  D'après  cette  remarque,  la  condition  de  possibilité, 
trouver  précédemment .  peut  s'exprimer  d'une  façon  très 
simple  i't  que  nous  allons  faire  connaître. 

A  cet  ell'et,  observons  que  les  deux  triangles  LAA.   LSH 
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sont  semblables,  et  donnent 

LA  _  LS  _  SG 

AX  ~  SH  ~~  SH  ' 
Or,  la  droite  SH  est  d'autant  plus  grande,  que  SH  est  plus 
éloigné  de  l'axe  du  cône;  donc,   l'excentricité  doit  être,  au 

plus,  égale  à  —  ;  mais  alors  le  plan  parallèle  au  plan  sécant, 
SK 

mené  par  le  sommet  du  cône,  coupera  le  cône  suivant  deux 

génératrices  faisant  entre  elles  l'angle  2a  et  dans  toute  autre 

position,  l'angle  des  deux  génératrices  sera  inférieur  à  2a. 

Ainsi  : 

On  ne  peut  placer,  sur  un  cône,  que  les  hyperboles  dont  l'angle 
des  asymptotes  est,  au  plus,  égal  à  l'angle  au  sommet  du  cône. 

131.  Théorème.  —  Les  plans  qui  passent  par  une  tangente 
a  la  conique  et  les  centres  des  deux  sphères  focales  se  coupent  à 
angle  droit. 

Nous  nommerons  ici  sphères  focales  celles  qui  sont  tangentes 
au  cône  et  qui  touchent,  chacune,  le  plan  de  la  conique  en 
l'un  des  foyers  de  la  courbe. 

On  sait  que  le  plan  tangent  au  cône  est  défini  par  la  géné- 
ratrice  passant  par  le  point  considéré,  et  une  tangente  en  ce 
point  à  une  courbe  quelconque  passant  par  ce  point,  et  située 
sur  la  surface.  Ce  plan  est  tangent  tout  le  long  de  la  généra- 
trice, et  il  touche  aussi  la  sphère  focale.  D'après  cela,  le  centre 
de  cette  sphère  focale  est  également  distant  du  plan  tangent 
et  du  plan  de  la  conique. 

Conséquemment,  le  plan  qui  passe  par  la  tangente,  intersec- 
tion du  plan  tangent  et  du  plan  de  la  courbe,  et  par  le  centre 
de  la  sphère  focale,  est  le  plan  bissecteur  du  dièdre  formé  par 
les  deux  premiers  plans.  L'autre  plan  bissecteur  passe  par  le 
centre  de  la  seconde  sphère  focale;  et  ces  deux  plans  bissec- 
teurs se  coupent  à  angle  droit. 

132.  Théorème.  —  Le  rectangle  des  perpendiculaires  abais- 

du  foyer  sur  une  tangente  est   équivalent  au  rectangle  des 
rayons  des  sphères  focale*. 

Soient  w  et  u>'  les  centres  des  sphères  focales;   traçons  PF 
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perpendiculaire  à  la  tangente,  et  joignons  le  point  P  au  point  w. 

Dans  le  triangle 
rectangle  10FP, 
l'angle  en  P  me- 
sure l'angle  du  plan 
de  la  conique  avec 
le  plan  MPw. 

Considérons,  de 
même,  le  triangle 
<>'F'P',  construit 
d'une  façon  analo- 
gue; l'angle  u/P'F' 
est  le  complément 
de  l'angle  coPF. 
Donc,  les  deux 
triangles  recta  n  - 
gles  sont  sembla- 
bles et  donnent 
coF         FP 

VF  ~  cTF '  ' 
ou 

FP.FP'^.oF.o'F'. 


Fig.  iO. 


133.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  de  la  section 

fuit  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  la  génératrice  }>as- 
sant  par  le  point  de  contact. 

Soit  la  tangente  M/;  menons  le  rayon  vecteur  FM.  et  la 
génératrice  SM,  qui  rencontre  en  U  le  cercle  de  contact  du 
cône  avec  la  sphère  focale.  Le  plan  SM/  est  tangent  au  cône, 
et,  par  suite,  tangent  à  la  sphère,  au  point  U. 

On  a  donc  FM  =  MU. 

Prenons  sur  la  tangente  un  poinl  quelconque  /.  et  joignons  le 
aux  deux  points  F  et  U;  nous  avons 

/F  =  /U. 

Mais  alors,  les  triangles  UMf,  FM/  sont  égaux,  et  les  angles 
en  M,  opposés  aux  côtés  égaux,  sont  égaux. 

134.  Remarque.  Les  deux  théorèmes  pn  per- 
mettent d'établir,  d'une  taron  différente,  certaines  prop 
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précédemment  démontrées  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole;  par 
exemple,  que  la  tangente  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  du  point  de  contact,  et  que  le  rectangle  des  distances  des 
foyers  à  une  tangente  est  constant. 

135.  Théorème.  —  La  section  plane  d'un  cylindre  droit,  à 
base  circulaire,  est  une  ellipse,  dont  le  demi  petit  axe  est  égal  au 
rayon  du  cylindre. 

Considérons  un  cylindre,  coupé  par  un  plan.  Prenons 
comme  plan  de  la  figure,  le  plan  mené  par  l'axe  du  cylindre,, 
perpendiculairement  au  plan  sécant. 
Nous  démontrerons,  comme  précédem- 
ment, qu'ayant  construit  une  sphère 
tangente  au  cylindre  le  long  d'un 
cercle  LL',  et  touchant  le  plan  sécant 
au  point  F,  tandis  que  le  plan  du  cercle 
LL'  coupe  le  plan  sécant  suivant  une 
droite  projetée  entièrement  en  X,  le 
rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque M  de  l'intersection,  au  point  F 
et  à  la  droite  projetée  en  X,  est  con- 
stant, et  égal  au  rapport  de  LA  à  AX.  La 
section  est  donc  une  conique.  De  plus, 
puisque  le  cercle  LL'  est  perpendicu- 
laire aux  génératrices  du  cylindre,  le 
rapport  de  LA  à  AX  est  inférieur  à 
l'unité.  La  courbe  est  donc  une  ellipse. 

Dans  le  cylindre,  toutes  les  sphères 
inscrites  sont  égales.  Donc  les  deux 
sphères  focales  ayant  môme  rayon,  le  rectangle  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  foyers,  sur  une  tangente  à  la  courbe, 
est  équivalent  au  carré  du  rayon  de  la  sphère  focale,  rayon 
égal  à  celui  du  cylindre.  D'ailleurs,  le  produit  des  taugentes 
est  aussi  égal  au  carré  du  demi  petik  axe;  donc  le  demi  petit 
axe  est  égal  au  rayon  du  cylindre. 

136.  Théorème.  —  Toute  ellipse  est  équivalente  à  un 
cercle  dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les  demi-axes 
de  l'ellipse. 
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Considérons  un  cylindre  de  révolution,  et  inscrivons  dans 
eette  figure  un  prisme  régulier,  dont  le  nombre  des  faces 
latérales  augmente  indéfiniment.  '  >n 
admet  (ou  l'on  peut  démontrer)  que  le 
cylindre  considéré  est  la  limite  du 
volume  du  prisme  ainsi  construit.  On 
en  conclut  que,  si  l'on  coupe  le  prisme 
et  le  cylindre  par  deux  plans  paral- 
lèles, obliques  sur  l'axe,  on  obtient  un 
cylindre  oblique,  limite  du  prisme 
oblique  correspondant.  D'après  cela, 
le  cylindre  oblique  a  pour  mesure  le 
produit  de  la  surface  de  sa  base  par  la 
hauteur.  On  peut  aussi  démontrer  que 
le  cyliudre  oblique  est  équivalent  à 
un  cylindre  droit  ayant  pour  base  la 
section  droite,  et  pour  hauteur  l'arête 
du  cylindre  oblique  considéré. 

Gela  posé,  considérons  un  cylindre 
droit  de  rayon  b  et  de  hauteur  ft;  et 
coupons-le  par  un  plan  passant  par  un 
peint  de  la  base  inférieure;  nous 
obtenons  ainsi  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  représenté 
par  2a,  et  dont  le  petit  axe  est  égal  à  26. 

Soit  E  l'aire  de  cette  ellipse;  considérons  le  cylindre 
oblique  av'ant  eette  ellipse  pour  base,  et  pour  arête  l'arête  du 
cylindre  droit.  Soit  H  la  hauteur  de  ce  cylindre  oblique, 
équivalent  au  cylindre  droit.  Appelant  H'  la  hauteur  de  ce 
dernier,  on  a  : 

EH  =  -bHV. 

Mais  le  plan  qui  passe  par  le  grand  axe  de  L'ellipse  et  l'axe 

du  cylindre  est  perpendiculaire  au  plan  sécant.  Il  est  facile 

d'eu  conclure  que  : 

H  '  _  a 

H  ="  b' 

H' 


E  =  itb8  w  =  -ah. 
11 


Par  suite 

Telle  esi  L'expression  de  l'aire  de  L'ellipse. 
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CORRESPONDANCE 


Dans  le  tome VI,  année  1882,  du  Journal  de  Mathématiques  élé- 
mentaires (p.  96),  se  trouve  énoncée  la  question  suivante  (n°32)  : 

Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
deux  équations  : 

ax2  -+-  bx  -+-  c  =  o, 
(ab'  —  ba')x2  -+-  2(ac'  —  ca'jx  -+-  bc'  —  cb'  =  o, 
aient  une  racine  commune  est  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations 
ait  ses  racines  égales.  (Lauvernay.) 

Une  solution  de  M.  Mosnat  a  été  publiée  t.  VII,  p.  41.  Elle 
est  très  exacte,  mais  elle  exige  un  calcul  un  peu  laborieux. 
La  méthode  suivante,  plus  simple,  sera  peut-être  de  nature 
à  intéresser  vos  lecteurs. 

Soient  i\,  r2  les  racines  de  la  première  équation;  pt,  p2  celles 
de  la  seconde.  Appelons  a,  [3,  y  les  coefficients  de  celle-ci  ;  on  a  : 

(1)  2(c%  +  oy)  =  bp, 
ic       y\        b    P 

OU  2     -   -+- —    O. 

\a       y./        a   a. 
On  a  donc  : 

*(»V,  +  piPt)  -  (ri  +  »'i)(Pi  +  Pî)  =  °> 

ou 

(2)  (A  -  Pi)(»*i  -  Pa)  +  ('"i  -  ?i)(r2  ~  pi)  =  o. 

1°  Si  les  deux  équations  ont  une  racine  commune  i\  =  p2, 
la  relation  (2)  devient: 

(>\  -  >\)(r2  -  Pl)  =  o. 

Ainsi,  la  racine  commune  r2  est  égale  soit  à  rlf  soit  à  pt, 
c'est-à-dire  que  l'une  des  équations  données  a  ses  racines 
égales. 

2°  Si  la  première  équation  a  ses  racines  égales,  on  a  rt  =  ?\  ; 
la  relation  (2)  devient  : 

('•i  -  pi)(»'i  -  h)  =  °- 
Donc  rt  est  égale,  soit  à  pt,  soit  à  p2,  c'est-à-dire  que  les 
deux  équations  ont  une  racine  commune. 

Il  en  serait  de  même,  en  raison  de  la  symétrie  de  la 
relation  (1)  si  nous  suppposions  pt  =  p2,  ce  qui  démontre 
complètement  la  proposition  énoncée. 

Un  Abonné. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 


1.  Les  relations  : 

1 1  a"  —  6'-  +  c-  —  26c  cos  A. 

■2  a     -  b  cos  G  —  c  cos  B, 

[S)  b  =  c  cos  A  —  a  cos  (J. 

sont-elles  distinctes? 
En  déduire  l'égalité. 

i  c-  -h  a2  -  -lac  cos  B. 


Saint-Cyr,  L890. 


1°  Les  relations  indiquées  àlest  sous  entendu  que  les  lettres  employées 
de'signent  les  éléments  d'un  triangle)  ne  sont  pas  distinctes,  puisqu'elles 
sont  nomogènes  en  a,  b,  c.  Dans  tous  les  cas,  elles  donnent  une  rela- 
tion entre  les  éléments  A.  B,  C.  Celle-ci  s'obtient  en  résolvant    2  .  3  par 

a    b 
rapport  aux  quantités -,  -,  et  en  portant,  dans  ■  1  .  les  valeurs  trouvées.  On 

aboutit  ainsi,  facilement,  à  l'égalité,  bien  connue, 

cos2  A  +  cos2  B  +  cos2  G  -+-  2  cos  A  cos  B  cos  C  =  1 , 
de  laquelle  on  déduit,  comme  on  sait,  A  -f-  B  -f-  C  =  ic\  en  supposant 
A,  B,  C  compris  entre  0  et  71. 

2'  Pour  déduire  (4),  des  égalités  proposées,  il  suffit  d'éliminer,  entre 
elles,  cos  A  et  cos  G.  A  cet  effet,  on  multiplie,  par  1,-20,  +26;  ajoutant 
les  résultats  obtenus,  on  trouve  l'égalité  (4). 
Ces  observations  s'appliquent  à  tous  les  exercices  du  même  genre.  Ex.  : 
Les  relations                 a2  =  b2  -+-  c2  —  2bc  cos  A, 
b2  =  c2  +  a2  —  2ac  cos  B, 
sin  B tin  C 

~b~-~T~ ; 
sont-elles  distinctes  ? 

En  déduire  c2  =  a-  -+-  b:  —  2ab  cos  C.  etc. 

2.  —  On  considère  une  circonférence  A,  un  diamètre  fixe, 

BC  et  un  rayon  OA,  incliné  de  45°  sur  BC.  Par  un  point  M, 

pris  sur  OA,  on  mène  MP  perpendiculaire  à  BG,  MQ  parallèle 

à  BG  jusqu'à  sa  rencontre  en  Q  avec  A.  Trouver  la  position  du 

point  M  pour  laquelle 

(1)  MP2  +  MQ2  =  a*. 

École  Navale.  189 

es  énoncés  sont  empruntés  à  la  publication  :  Examen»  et  admission  à 
l'école  spéciale  de  Saint-Cyr  (Concours  de  1890)  éditée  par  la  librajrie  Cro- 
ville-Morant,  20,  rue  de  la  Sorbonne;  et  à  celle  des  Examens  d'admi 
■  '>■  navale,  édit  ;e  par  la  même  librairie. 
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\ baissons  <  >lï  perpendiculaire  sur  BC  et  posons 

OP  —  x,       BII  =  y. 
Nous  avons 

(2i  QH2  =  #»  =  y(2R  —  y). 

D'ailleurs  MQ  —  OU  4-  OP  =  R  —  //  +  x. 

D'après  cela.  1 1    devient 

œ24-(R  —  y  +  x?  —  a*, 
ou  x-  4-  y-  —  2Ry—  2xy  4-  (R  4-  x)2  =  a-, 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  (2), 

3  2xy  =  {R  +  x)*  —  a*. 

En  éliminant  y  entre  les  égalités  (2),  (3),  on  trouve 


(R  4-  x)*  —  a- 


iR  — 


(R  4-  xr  —  a- 


OU  4X-'1  4-  [(R  +  x'r  —  fl*][(R  —  J'r  —  (>K  =  o. 

Développant  et  simplifiant,    on    a 

5x*  —  2xi(R-  4-  a2)  4-  [R2  —  fl2)2  =  o. 

On    discute    facilement   cette  équation    bi-carrée.  On    voit,   d'abo.d, 

par  l'étude  du  discriminant,  que  le 

a2 
rapport  — -  doit  être  compris  entre 
R" 


s--1 


et 


\  ? 


v'  0  —  I  \  D  4-  I 

Il  faut  ensuite  que  l'on  ait 

a2  <;  R=. 
En  subtituant,  dans  (A),  1°  zéro, 


*   K 


2°  R2,  on  trouve  des  résultats  positifs.  Il   est  donc  nécessaire   que   la 
demi-somme  des  racines  soit  comprise  entre  zéro  et  R*  et  l'on  a 

R-  4-  a2 
5 
ou  a-  <;  4R2;  etc.  (*). 


AGRÉGATION  DE  1/ ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPECIAL 


Section  des  sciences  mathématiques. 
COMPOSITIONS   ÉCRITES  (18901  (*) 

Algèbre  et  Trigonométrie.  —  Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  trian- 
gulaire, de  sommet  S,  sont  représentées  par  k.  >,  -,\  et  les  côtés  de  la  base 
ABC,  par  a,  b,  c 

O  Nous  insérerons  très  volontiers  les  questions  analogues,  choisies 
parmi  les  exercices  les  plus  intéressants  qui  ont  été  posés  aux  derniers 
concours  de  Saint-Cyr,  de  l'École  Navale  ou  du  Baccalauréat  es  sciences 
que  nos  correspondants  voudront  bien  nous  adresser.  Un  aperçu  de  la 
solution  et  de  la  discussion  suffit  pour  la  rédaction  que  nous  voulons 
insérer.  G.  L. 

;*)  Énoncés  empruntés  à  la  publication  faite  par  la  librairie  Croville- 
Morant.  On  trouvera,  dans  cette  publication,  les  énoncés  des  leçons 
proposées  pour  le  concours  de  1891. 
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1°  Exprimer,  au  moyen  de  ces  quantités  qu'il  existe  un  cône  droit  tan- 
gent aux  faces  latérales  et  dont  la  base  circulaire  est  tangente  aux  côtés 
de  la  base  delà  pyramide.  Calculer  le  demi-angle  au  sommet  du  cône: 
on  désignera  par  o  cel  angle. 

2°  On  done  a,  b,  c,  p  :  calculer  le  rayon  d'une  sphère  tangente  au  cône 
et  aux  faces  de  la  pyramide  qui  passent  par  le  sommet  C. 

Appliquer  aux  données  suivantes  : 

a  =  18,  b  =  5o,  c  =  40,  9  =  6o°. 

Géométrie  descriptive.  —  On  a  représenté  un  prisme  vertical  à  base  carrée 
par  une  succession  de  fils  qui  figurent  les  verticales  des  faces  de  ce  prisme  ; 
ces  fils  sont  respectivement  attachés  aux  côtés  des  carrés  qui  constituent 
les  bases  du  prisme. 

On  soumet  ce  prisme  à  une  torsion,  dans  laquelle  la  base  inférieure 
restant  fixe,  la  base  supérieure  tourne  dans  son  plan,  autour  de  soq 
centre,  d'un  angle  de  45°,  dans  le  sens  de  gauche  à  droitej  pour  un  obser- 
vateur debout  sur  le  plan  horizontal.  Après  cette  déformation,  les  fils, 
supposés  élastiques,  restent  rectilunes  et  dessinent  une  surface  S,  qui 
limite  le  volume  occupé  par  le  prisme  déformé. 

1°  Quelle  est  la  nature  de  la  surface  S  et  celle  de  sa  section  par  un 
plan  parallèle  aux  bases' 

2°  Ce  plan  sécant  étant  mené  à  la  distance  ;  de  la  base  inférieure, 
montrer  que  l'aire  de  cette  section  s'exprime  par  un  trinôme  en  3,  du 
second  degré.  En  conclure  le  volume  du  prisme  déformé;  dire  si  la 
torsion  a  eu  pour  effet  de  contracter  ou  de  dilater  le  volume  du  prisme. 

3°  Mettre  en  projections  la  surface  S,  et  prouver,  notamment,  que  le 
contour  apparent  horizontal  se  compose  de  quatre  paraboles  qui  ont  le 
même  foyer  et  dont  les  directrices  forment  un  carré. 

Données  :  La  base  inférieure  est  le  carré  ABCDdans  le  plan  horizontal; 
le  point  A  sur  la  ligne  de  terre;  AB  faisant,  avec  cette  ligne,  unaugle  de 
22°30'.  Côté  du  carré  =  AB  =  8  centimètres;  hauteur  du  prisme  =  h 
=  10  centimètres. 

Une  rédaction  soignée  doit  accompagner  le  dessin. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  vertical,  sur  une  droite  horizontale  oa-,sont 
placées  deux  plaques  rectangulaires  A  et  B  qui  peuvent  glisser  sur  o.t. 
Ces  plaques  pèsent  l'une  et  l'autre  8  kilogrammes,  le  coefficient,  de  frot- 

] 
tement  de  B  sur  ox  est  égal  à  -j  et  le  coefficient  de  frottement  de  A  sur 

1 

ox  est  égal  a  -  • 

Ces  deux  plaques  sont  reliées  l'une  à  l'autre  par  un  iil  élastique  qui 
est  horizontal  et  dont  l'allongement  est  proportionnel  à  la  tension,  de 
telle  sorte  que  la  tension  de  ce  fil  est  égale  à  10  kilogrammes,  lorsque 
l'on  double  sa  longueur. 

A  l'état  naturel,  ce  fil  a  une  longueur  de  1  mètre;  on  écarte  ensuite  les 
plaques,  de  manière  que  le  il  1  prenne  une  longueur  de  lra50;  puis  on  aban- 
donne les  plaques,  sans  vitesse  initiale. 

Les  plaques  se  mettent  alors  toutes  deux  en  mouvement  et  se  rappro- 
chent; puis  la  plaque  B  s'arrête  et  reste  en  repos;  la  plaque  A  continue  à 
se  mouvoir  seule,  puis  s'anête,  et  le  système  reste  en  repos. 

On  demande  quelle  est  la  distance  des  deux  plaques  lorsque  la  plaque  B 
s'arrête,  et  quelle  est  celte  distance  lorsqu'enfin  les  deux  plaques  sont  en 
repos. 

On  donnera  ces  distances  avec  deux  décimales. 

On  négligera  la  masse  du  fil  élastique. 
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QUESTION  318 

Solution  par  M.  B.  Sollerti.nskt  à  Gatschina. 


Étant  donnés  un  triangle  et  une  droite  A,  soient  P,  Q,  R,  les 
projections,  d'un  point  quelconque  M,  de  A,  sur  les  côtés  de  ABC. 
Démontrer  : 

1°  Que  les  angles  de  PQR  vérifient  constamment  une  relation  de 
la  forme 

p  cotg  P  -h  q  cotg  Q  -+-  r  cotg  R  —  i  ; 

2°  Que,  si  Von  construit  sur  une  base  fixe  P  Q'  un  triangle  P'Q'R' 
semblable  à  PQR,  le  point  R'  décrit  une  circonférence. 

(J.  Neuberg.) 

Lemme.  —  Si,  la  bise  BC  d'un  triangle  ABC  restant  fixe,  le 
sommet  opposé  A  décrit  une  circonférence  0,  il  y  a  entre  les  angles 
de  ce  triangle  la  relation  (*)  : 
(a)     BC2cotgA  +  (ÔC2  -  ÔT2  cotg  B  -+-  (ÔB2  -  ÛI2)  cotgC 

=  ±  200'.BC. 
dans  laquelle  00'  est  la  distance  du  centre  0  «  la  base  BC  et  dans 
("quelle  on  doit  prendre  le  signe  +  ou  —,  suivant  que  les  points 
A.  0  sont  du  même  côté  de  BC  ou  de  côtés  différents. 

Soit  A' la  projection  de  A  surBC.  Dans  le  triangle  AOO',  on  a 
(1)  ÔÂ2  =  OÙ7'2  +  Âê?2  +  200'. AA', 

égalité  dans  laquelle  on  prend  le  signe  supérieur  ou  le  signe 
inférieur,  suivant  que  l'angle  AO'O  est  aigu  ou  obtus;  c'est-à- 
dire  suivant  que  les  points  0,  A  sont  du  même  côté  ou  de  côtés 
différents  de  BC.  Les  triangles  ABO',  OBO'  donnent: 
ÂÔ72  =  AB2  -+- BÔ~'2  -  2ÂB.BO'cos  ABO', 
BO'  =  BO  cos  OBO'; 
d'où,  puisque  les  angles  ABO'  et  ABC,  OBO'  et  OBC  sont  en 
même  temps  égaux  ou  supplémentaires, 

AÔ'-  =  ÂB2  +  BO72  -  2AB.BO  cos  OBC  cos  B. 

[*   Comparer: 

a  Le  lieu  du  sommet  C  d'un  triangle  dont  la  base  est  fixe  et  dont  les 
angles  vérifient  l'égalité  : 

m  cotg  A  -r  »■  cotg  B+p  cotg  C  =  colg  ?, 
est  la  circonférence  représentée  par  l'équation  : 

1/  x*  —  j/-i  +  2az  <m  —  n)  —  20î/cotg  s  =  a-  p  —  2m  —  m ' .  » 

1.  Gillet, Malhesis,  t.  II.  p.  242). 
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Eu  remplaçant,  dans  (1>.  AO'2  par  cette  valeur,  après  avoir 
observé  que  : 

DO'"  +  B(>'-  =  BIT, 
AB  cos  B  =  AB  siu  B  cotg  B  =  A  A'  cotg  B. 
on  trouve  : 
ÔP-  Bô- =  ÂB2-  2BO.  AA' cos OBC  cotg  B  -  200'.AA'. 
Mais,  si  GH  est  la  hauteur  de  ABU  on  a 

AB  =  CH(eotg  A  4-  cotg  B>. 
puis 

ÂB2  =  AB.CH(eotgA  +  cotgB)  =  Bc.  AA'(eotg  A  4-  cotgB); 
et,  par  suite. 

ÔP-BÔ2=AA/[BG(cotgA+eotgB)-2BOcosOBGcotgB^200']. 
De  cette  égalité,  on  déduit  la  relation  cherchée,  en  observant 

que 

Bl 
AA 


coi  g  B  -t-  col  g  C 
Bu-  +  BÔ9  -  2BC.BO  cos  OBG  =  CÔ-. 

Revenous  maintenant  à  la  question  proposée.  Si  le  point  M 
se  meut  uniformément  sur  la  droite  A.  ses  projections  P,  Q.  R 
se  meuvent  uniformément  sur  les  côtés  de  ABC.  Donc,  la 
seconde  partie  du  théorème  est  démontrée  (Question  314). 
Par  suite,  d'après  le  lemme  précédent,  les  angles  de  PQK 
vérifient  la  relation  (A), 

Si  la  droite  A  esl  extérieure  ou  tangente  à  la  circonférence 
ABC,  et  si,  par  suite,  le  triangle  PQR  ne  se  réduit  jamais  à 
une  droite  'de  Simson)  ou  ne  se  réduit  à  une  droite  qu'une 
seule  fois,  la  droite  P'Q'  est  extérieure  à  la  circonférence, 
lieu  de  K',  ou  lui  est  tangente.  Donc,  on  doit,  en  ce  cas,  sup- 
primer dans  l'expression  (A)  le  signe  — ;  et  00'  n'étant  pas 
nul,  ou  en  tire  une  relation  de  la  forme  : 

p  cotg  P  +  f/  cotg  Q  4-  /•  cotg  R  —  1 . 

Pour  examiner  les  autres  cas,  nous  avons  à  faire  une 
digression. 

On  sait  (;;  que  les  perpendiculaires,  abaissées  des  sommets 
de  ABC,  sur  les  -  trrespondants  de  PQR,  concourent  en  un 
point  N,  inverse  de  M.  Les  faisceaux  (A. NX'...).   (B.NN'...) 

*  Catalan.  Théor.  et  probl.  6e  éd.  p.  02-53. 
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étant  symétriquement  égaux  aux  faisceaux  (A. MM'...), 
(B.MM'...),  qui  s'appuient  sur  la  même  division  (MM'...),  sont 
homographiques.  Donc,  le  lieudeN  est  une  section  conique     '  ). 

Cette  section  est  circonscrite  au  triangle  ABC;  car,  à  tout  point 
M  situé  sur  l'un  des  côtés  de  ABC,  correspond  le  sommet 
opposé  de  ce  triangle. 

Pour  que  Je  point  N  s'éloigne  à  l'infini,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  triangle  PQR  se  réduise  à  une  droite  ;  et,  par  suite,  que 
le  point  M  soit  sur  la  circonférence  ABC.  Donc  : 

Le  lieu  de  N  tst  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  para- 
bole suivant  que  la  droite  A  est  extérieure,  sécante  ou  tan- 
gente au  cercle  ABC  (***). 

Si  la  droite  A  rencontre  la  circonférence  ABC  aux  points  M', 
M",  les  points  à  l'infini  N',  N"  sont  dans  les  directions  per- 
pendiculaires sur  les  droites  de  Simson;  relatives  à  ces  points 
(M',  M").  L'angle  de  ces  droites,  et  par  suite  l'angle  des 
asymptotes,  étant  égal  à  l'angle  M'AM",  la  condition  néces- 
saire et  suffisante,  pour  que  le  lieu  de  N  soit  une  hyperbole 
équilatère,  se  réduit  à  ce  que  les  points  M'  M"  soient  diamé- 
tralement opposés. 

Cela  posé,  poursuivons  notre  discussion. 

Pour  que  le  centre  0  de  la  circonférence,  lieu  de  R',  soit 
sur  la  droite  P'Q',  il  faut  et  il  suffit  qu'à  tout  triangle  P'Q'R' 
corresponde  un  triangle  symétrique  P'Q'R  (  ;  et,  par  suite,  qu'à 
tout  triangle  PQR  en  corresponde  un  autre  P^R^  symétrique- 
ment semblable.  Si  les  sommets  des  triangles  PQR.  PiQiRj 
sont  les  projections  des  points  M,  Mls  et  si  X,  Nt  sont  les 
inverses  de  ces  points,  il  faut  et  il  suffit  que  les  rayons  cor- 
respondants des  faisceaux  (N.ABC)  et  (Nj.ABC)  soient  symé- 
triques relativement  à  une  même  direction  ;  et,  par  suite,  que 
la  conique  NNtABC  soit  une  hyperbole  équilatère  (*).  Mais 

(**)  Roucbé  et  Gomberousse.  Traité  de  Géom.  4°  éd.  §  1126. 

(***)  Compar.  L'article  de  M.  Brocard.  J.  S.  1884,  p.  1^9. 
'  Deux  faisceaux  bomograpbiques  (N  ABC...),  (NT,,A.BC...),  déterminés 
par  trois  couples  de  rayons  bomologues,  étant  symétriquement  égaux, les 
parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  5,ANn  menées  par  N,  N,.  sont  aussi 
leurs  rayons  bomologues.  La  conique  N^ABC,  lieu  des  intersections  des 
rayons  bomologues,  a  donc  deux  asymptotes  rectangulaires.  D'ailleurs, 
cette  conique,  et  l'inverse  de  la  droite  MM,  coïncident;  car  les  deux 
courbes  ont  cinq  points  communs. 
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pour  que  cela  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  MM, 

passe  par  le  centre  du  cercle  ABC.  Donc  : 

Pour  chaque  sécante  A  du  cercle  ABC,  qui  ne  passe  pas  par  le 

centre,  on  a 

p  cotg  P  -+-  q  cotg  Q  +  r  cotg  R  =  ±  i. 

où  l'on  doit  prendre  les  signes  4-  ou  —,  suivant  que  le  point  M 

est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 

Si,  enfin,  la  droite  A  passe  par  le  centre  du  cercle  ABC,  on  a 

p  cotg  P  -h  q  cotg  Q  -+-  r  cotg  R  =  o. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


379.  —  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  quantités 
suivantes  : 

l°sinasin(6  — c)  tga  +  sinôsin(c  —  a)  tgÔ4-sincsm(rt  —  b)  tgc; 
20cos«sin(6  —  c)ctga+cos&sin(c  —  o)ctg6+coscsin(a— ô)ctgc. 

(B.  Sollertiasky.) 

380.  —  Deux  cercles  égaux  A,  B  sont  tangents  extérieu- 
rement. Par  le  point  de  contact  E,  on  mène  une  transversale, 
qui  coupe  A,  en  C;  B,  en  D.  Sur  CD,  comme  diamètre,  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  le  cercle  B  en  H.  Démontrer 
que  le  rayon  p  du  cercle  inscrit  à  la  figure  formée  par  les 
arcs  EC,  CH,  HE,  est  donné  par  la  formule 

ir  cos2  a. 

0  =   i 

1  1  +  2  COS  a 

dans  laquelle  r  désigne  le  rayon  des  cercles  proposés,  x  l'angle 
que  la  sécante  CD  fait  avec  la  ligne  des  centres. 

(G.  Russo.) 


Le  Directeur-gérant, 

G.  de  LONGCHAMPS. 
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